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ПРЕДИСЛОВИЕ 
 

Учебно-методическое пособие «Эконометрика» создано с целью помочь 

студентам в процессе изучения дисциплины «Эконометрика». В нем отражены 

основные моменты теоретического материала, охарактеризованные реальными 

цифрами и показателями, для того чтобы студенты – будущие специалисты 

могли уметь пользоваться данными официальной статистики, научились 

применять эконометрические методы в своих исследованиях  с целью 

выявления тенденции развития, закономерностей, взаимосвязей и 

прогнозирования на будущее. 

В настоящем пособии материал разбит на 3 темы, каждая из которых 

содержит теоретические положения для студентов, где раскрыты основные 

категории и приведена методология расчета показателей. Приведены примеры 

решения типовых задач как вручную так и с использованием ППП Excel, 

задания для самостоятельной работы, созданные на основе реальных 

фактических данных, представленных в статистических сборниках и 

периодической печати, на сайте Федеральной службы государственной 

статистики Российской Федерации, а также условных данных. В завершении 

каждой главы подготовлены списки вопросов для опроса и тестовые вопросы 

для проверки полученных знаний в процессе изучения той или иной темы. 

Завершая обучение в учебном заведении по любой экономической 

специальности, каждый выпускник должен уметь правильно слышать и 

понимать информацию, которую ежедневно преподносят средства массовой 

информации, а также пользоваться данными официальной статистики. Именно 

в процессе изучения дисциплины «Эконометрика» студентам раскроются 

смыслы многих экономических терминов, с которыми он будет сталкиваться 

постоянно в процессе работы по выбранной специальности. Знания 

эконометрических методов помогут студенту в становлении в будущем из него 

грамотного специалиста. 

Автор выражает искреннюю благодарность своему научному 

руководителю – Рафиковой Нурие Тимергалеевне – доктору экономических 

наук, профессору кафедры статистики и информационных систем в экономике 

ФГБОУ ВО Башкирский ГАУ за постоянную поддержку и неоценимый вклад 

в своих учеников; рецензенту; председателю и членам методической комиссии 

экономического факультета, заведующей кафедрой статистики и 

информационных систем в экономике ФГБОУ ВО Башкирский ГАУ за ценные 

замечания и пожелания по улучшению данного учебно- методического 

пособия. 
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Тема 1 Предмет и метод эконометрики 

 

 

1.1 Предмет эконометрики. 

1.2 Особенности эконометрического метода. 

1.3 Задачи эконометрики. 

 

1.1 Предмет эконометрики 

Курс эконометрики сегодня включен в учебные планы всех 

университетов разных стран по экономическим специальностям. В нашем 

университете также начинается обучение экономистов по специальностям  

«Бухгалтерский учет», «Финансы», «Прикладная информатика». Как пише 

известный статистик Елисеева И.И. свидетельством ее популярности и 

признания эконометрики  является присуждение четырех нобелевских премий 

по экономике за цикл работ в этой области. 

1) 1-ая премия 1969 г. Рагнару Фришу и Я.Тинбергену – за разработку 

математических методы анализа экономических процессов; 

2) 2-ая премия 1980 г. – Л.Клейну за создание эконометрических моделей; 

3) 3-я премия 1989 г. – Т.Хаавельмо за обоснование вероятностных основ 

эконометрики; 

4) 4-ая премия 2000 г. двум американским ученым Дж.Хекману и 

Д.Макфаддену – за описание методов анализа выборок. 

Термин «эконометрика» был введен в 1926 г. норвежским экономистом 

Рагнаром Фришем. В буквальном переводе этот термин означает «измерения в 

экономике». Так, Э.Маленво придерживался широкого понимания, когда к 

эконометрике относят все, что связано с измерениями в экономике. 

Ученые считают, появление эконометрики является следствием 

междисциплинарного подхода к изучению экономики. В то же время  

эконометрика – это самостоятельная дисциплина, объединяющая совокупность 

теоретических результатов, приемов, методов и моделей, позволяющих на базе 

экономической теории, экономической статистики и математико-

статистического инструментария придавать количественное выражение 

общественным закономерностям. Как показывает опыт, каждая из трех 

отправных точек – статистика, экономическая теория, математика – 

необходимое, но не достаточное условие для понимания количественных 

соотношений в экономике. Это – единство всех трех составляющих, и это 

единство образует эконометрику.  

Таким образом, суть эконометрики состоит в синтезе экономики, 

статистики и математики. 

Эконометрика – это наука, которая дает количественное выражение 

взаимосвязей экономических явлений и процессов. Эконометрика прошла 

сложный путь зарождения и выделения в самостоятельную область знания. Она 

берет свое начало от английского экономиста В.Петти, с которым связывают 

научное направление, называемое «политической арифметикой». Политические 

арифметики относятся к описательному направлению. На основе цифр и фактов 
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они ставили своей целью достичь в экономике того, что И.Ньютон достиг в 

физике. Вероятностная природа экономических явлений еще была не осознана. 

Был сформулирован закон Кинга Г., показывающий закономерность спроса на 

основе соотношения между урожаем зерновых и ценами на зерно. 

Большую роль сыграло математическое направление в статистике 

англичан Ф.Гальтона, Ф.Эджворда, К.Пирсона, В.Госсета, Р.Фишера и других. 

Особую роль сыграли работы Ф.Гальтона по применению регрессии в 

биологических исследованиях, работы Дж.Э.Юла по множественной регрессии, 

теория малых выборок В.Госсета (псевдоним «Стьюдент»), работы Р.Фишера 

по основам статистического анализа. Эти разработки математической 

статистики имели значительное влияние на будущие достижения в 

эконометрике. 

В первой половине ХХ века эконометрика получила дальнейшее развитие 

в работах неоклассиков – А.Маршалла, С.Джевонса, К.Менгера. Первой 

работой, которая может быть названа эконометрической – книга американского 

ученого Г.Мура «Законы заработной платы; эссе по статистической экономике» 

(1911). В своей работе он использовал все достижения теории корреляции, 

регрессии, анализа динамических рядов. 

К этому времени относится первое применение итальянским ученым 

Р.Бенини (1862-1956) метода множественной регрессии для оценки функции 

спроса. Значительным вкладом в развитие эконометрики явились исследования 

по цикличности в экономике – К.Жюгляр, Н.Кондратьев. 

Значительный вехой в формировании эконометрики явилось построение 

экономических барометров, прежде всего так называемого гарвардского 

барометра. Три кривые: кривая А – фондовый рынок, В – товарный рынок, С - 

денежный рынок. Эти рынки между собой взаимосвязаны. Поэтому максимум 

кривой А обычно должен был совпадать с минимумом кривой С. 

В дальнейшем основным методом макроэкономического анализа 

становится метод «Затраты-выпуск» В.В.Леонтьева (1906-1999). К 30-м гг. 

сложились все предпосылки для выделения эконометрики в отдельную науку. В 

1930 г. по инициативе И.Фишера, Р.Фриша, Я.Тинбергена и других было 

создано на заседании Американской ассоциации развития науки 

эконометрическое общество, на котором  норвежский  ученый Р.Фриш дал 

новой науке название – эконометрика. С 1933 г. под редакцией Р.Фриша стал 

издаваться журнал «Эконометрика». 

В 1941 г. появился первый учебник по эконометрике, который был создан 

Я.Тинбергеном (1913-1994). В эти годы вплоть  до 70-х годов ХХ века 

эконометрика понималась как эмпирическая оценка моделей, разработанных 

экономической теорией. В 70-х годах экономическая теория потеряла свое 

решающее значение. Другим важным событием явилось появление 

компьютеров. Существенное развитие получил статистический анализ 

временных рядов: ARIMA- модель в 1970 г. (Т.Бокс и Т.Дженкинс). В 1980 г. 

К.Симс - VAR – модели,  метод коинтеграции – С.Йохансеном (1990 г.). 

В настоящее время эконометрика располагает огромным разнообразием 

типов моделей. 
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В наше время эконометрика – одна из базовых дисциплин в подготовке 

экономистов. До перехода к рыночной экономике эконометрика (эконометрия) 

считалась особым направлением буржуазной экономической теории, состоящее 

в использовании математики при исследовании экономики. В СССР она 

развивалась в основном в рамках статистики экономико-математических  

методов и моделей. 

 

1.2 Особенности эконометрического метода 

Методы эконометрики охватывают весь цикл решения экономической 

задачи – от ее постановки до содержательной интерпретации результатов 

статистического анализа. При этом экономическая теория используется  как 

при содержательной постановке задачи для выявления  объективно 

существующих  законов  и взаимосвязей между экономическими показателями, 

так и на конечном этапе исследования при интерпретации результатов 

исследования.  

Что касается экономической статистики, то в рамках эконометрики в 

первую очередь интересуются вопросами информационного обеспечения 

анализируемой эконометрической модели: выбор и обоснование показателей, 

способов их измерения, определение плана статистического обследования.  

Статистический подход к эконометрическим измерениям является 

доминирующим. Становление и развитие эконометрического метода 

происходит на основе так называемой высшей статистики (математико-

статистический инструментарий): 

- на методах парной и множественной регрессии; парной, частной и 

множественной корреляции; выделении тренда и других компонент временного 

ряда; 

- на статистическом оценивании; 

- на основе конфлюэнтного анализа позволяющего изучить целую 

иерархию регрессий между всеми сочетаниями переменных (Р.Фриш в 1934 г.); 

- метод путевого анализа С.Райта как одного из разновидностей 

структурного моделирования, т.е. на построении графика связей и рекурсивной 

системы уравнений. 

Эконометрика – это искусство разработки и предвидения экономических 

нормативов, прогнозов, гипотез. Эти экономические расчеты связаны с риском. 

Для уменьшения ошибок эконометрика разрабатывает эффективные методы их 

оценки. 

Эконометрика основывается на рассмотрении двух типов выборочных 

данных  - пространственных и временных. 

Под  пространственной выборкой понимают территориальные данные 

экономических явлений в данный момент или период времени, например, 

данные по различным предприятиям, фирмам об объеме производства, 

численности работников, о наличии основных фондов. 

Временной ряд характеризует один и тот же объект, но за разные 

периоды или промежутки времени. Например, ежедневный курс доллара США, 

ежеквартальные данные об остатке оборотных средств и т.д. 
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Переменные, участвующие в  эконометрических моделях  любого типа 

подразделяются на: 

- экзогенные (независимые) – переменные, значения которых задаются 

извне, в определенной степени они являются управляющими (Х); 

- эндогенные (зависимые) – переменные, значения которых определяются 

внутри модели, или взаимозависимые (У); 

- лаговые – экзогенные или эндогенные переменные, датированные 

предыдущими моментами времени (Хt-1, Уt-1);  

- предопределенные – лаговые и текущие экзогенные переменные (Хt, Хt-

1), а также лаговые эндогенные переменные (Уt-1). 

Можно выделить три основных класса моделей – это модели временных 

рядов, регрессионные модели с одним уравнением, системы одновременных 

уравнений. 

К моделям временных рядов, представляющих собой зависимость 

результативного признака от времени, относятся модели: 

- тренда (зависимости результативного признака от трендовой 

компоненты); 

- сезонности (зависимости результативного признака от сезонной 

компоненты); 

- тренда и сезонности.  

К моделям временных рядов, представляющих собой зависимость 

результативного признака от переменных, датированных другими моментами 

времени, относятся модели: 

- с распределенным лагом (объясняющие поведение результативного 

признака в зависимости от предыдущих значений факторных переменных); 

- авторегрессии (объясняющие поведение результативного признака в 

зависимости от предыдущих значений результативных переменных); 

- ожидания (объясняющие поведение результативного признака в 

зависимости от будущих значений факторных или результативных 

переменных). 

 

1.3 Задачи эконометрики 

Осуществление радикальных реформ при переходе к рыночной 

экономике требует проведения эконометрических расчетов будущих 

результатов хозяйственной деятельности и обоснования путей их достижения. 

В рыночных условиях каждое предприятие должно определить стратегию своей 

хозяйственной деятельности, как на ближайшую, так и на отдаленную 

перспективу. 

Основными задачами эконометрических исследований является: 

1) Обоснование процесса принятия управленческих решений 

(многовариантность, наличие неопределенности, оценку влияния факторов на 

каждый    отдельный вариант и т.д.). 

2) Выбор наилучшего варианта с помощью с помощью эконометрических 

методов. 
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3) Оценка направленных действий специалистов на достижение 

экономической эффективности хозяйственной деятельности. 

4) Прогнозирование путей развития макро-микроэкономических 

факторов хозяйственной деятельности. 

Известный эконометрист Цви Гриллихес (1929-1999) писал, 

эконометрика является одновременно  нашим телескопом и нашим 

микроскопом для изучения окружающего экономического мира. 

При всем стремлении к наилучшему описанию связей приоритет отдается 

качественному анализу. В качестве этапов эконометрического исследования 

следует указать: 

1) постановку проблемы (постановочный этап); 

2) получение данных, анализ их качества (информационно – априорный 

этап); 

3) спецификацию модели, т.е. формулировка вида модели, исходя из 

соответствующей теории связи между переменными ( идентификация модели); 

4) оценку параметров и проверка адекватности модели ( верификация 

модели); 

5) интерпретацию результатов. 

Основной базой данных для эконометрических исследований являются 

данные официальной статистики и бухгалтерского учета. 

 

ВОПРОСЫ для опроса 

по теме: «Предмет и метод эконометрики»: 

 

1. Что изучает предмет эконометрика? 

2. В каком году и кому была вручена первая нобелевская премия в области 

эконометрики? 

3. В каком году и кому была вручена вторая нобелевская премия в области 

эконометрики? 

4. Кем был издан первый учебник по эконометрике? 

5. Что собой представляют экзогенные переменные? 

6. Что собой представляют эндогенные переменные? 

7. Что собой представляют лаговые переменные? 

8. Понятие  авторегрессии? 

9. Как вы понимаете переменные ожидания? 

10. Какие существуют модели временных рядов? 

11.  Какие типы совокупностей вам известны? 

12.  Как понимается вами пространственная совокупность? 

13.  Как понимается вами временная совокупность? 

14.  Перечислите этапы эконометрических исследований? 

15.  Какая переменная является результативной? 

16.  Какая переменная является факторной? 

17. Что является основной базой данных для эконометрических 

исследований? 

18.  С какой целью проводятся эконометрические исследования? 
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2. Парная регрессия и корреляция  

в эконометрических исследованиях 

 

2.1 Спецификация модели (выбор вида уравнения регрессии). 

2.2 Линейная регрессия и корреляция: сущность и оценка параметров. 

2.3 Оценка существенности параметров линейной регрессии и корреляции. 

 

2.1 Спецификация модели (выбор вида уравнения регрессии). 

 

Для исследования взаимосвязей в настоящее время наиболее широко 

применяется корреляционно-регрессионный анализ. Этот метод является 

достаточно мощным и универсальным, поскольку разработаны пакеты 

прикладных программ для выполнения расчетов на ЭВМ. Несмотря на такое 

признание методы корреляционно-регрессионного анализа не нашли пока 

широкого применения в практике экономической работы и требуют 

дальнейшего углубления  и усовершенствования. 

Впервые слова «корреляция» и «регрессия» ввел в статистику английский 

биолог и статистик Френсис Гальтон. Он исследовал закономерности 

наследственности и установил, что количественные признаки родителей у 

потомков снижались, «регрессировали к среднем величинам по совокупности». 

Эта связь была названа регрессией. «Полная регрессия» у Гальтона была 

равнозначна отсутствию связи – корреляции. Корреляция (англ. correlation) – 

соотношение, соответствие – взаимосвязь между признаками, состоящая в 

изменении средней величины одного из них в зависимости от значения другого. 

Различают простую и множественную регрессии. 

Простая (парная) регрессия представляет собой функцию (регрессию) 

между двумя переменными  у и х, т.е. модель вида 

)(~ хfу  , 

где у~ - зависимая переменная (результативный признак) 

х – независимая переменная, признак-фактор. 

Множественная регрессия представляет собой регрессию результативного 

признака с двумя и большим  числом факторов, т.е. модель вида: 
),....,(~

2 nхххfу   

 

Эконометрическое исследование начинается со спецификации модели, 

т.е. с подбора вида модели, исходя из соответствующей теории связи между 

переменными. 

В первую очередь из всего круга факторов необходимо выделить 

наиболее существенные. Парная регрессия достаточна, если имеется один 

главный фактор. 

В каждом отдельном случае у складывается из двух слагаемых:  

ixii Eуу  ~~ , 

где iу
~ - фактическое значение результативного признака; 
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xiу~ - теоретическое значение  результативного признака, рассчитанное 

исходя из соответствующей математической функции связи у и х, т.е. из 

уравнения регрессии; 

iE  - случайная величина, характеризующая отклонения фактического 

значения результативного признака от теоретического, определенного по 

уравнению регрессии. 

Случайная величина Е называется также возмущением. Она включает 

влияние: не учтенных  в модели факторов, т.е. спецификации модели; 

случайных ошибок из-за выборочного характера исходных данных; 

особенностей измерения. 

От правильно выбранной спецификации модели зависит величина 

случайных ошибок, она тем меньше, чем в большей мере теоретические 

значения ху
~    приближаются iу . 

К ошибкам спецификации относится и недоучет в уравнении регрессии 

какого-либо существенного фактора, т.е. использование парной регрессии  

вместо множественной.  

Имеют место также ошибки выборки в силу неоднородности исходной 

статистической совокупности. Если совокупность неоднородна, то уравнение 

регрессии не имеет практического смысла. Аномальные единицы совокупности 

исключают. Наибольшую опасность в практике использования регрессии 

имеют ошибки измерения, которые практически сводят на нет все усилия по 

количественной оценке связи. Предполагая, что ошибки измерения сведены к 

минимуму основное внимание в эконометрическом исследовании уделяется 

ошибкам спецификации. 

 

2.2 Линейная регрессия и корреляция: 

сущность и оценка параметров. 

Линейная регрессия имеет наиболее широкое применение. Основная 

причина этого состоит в том, что многие зависимости, нелинейные на большом 

интервале значений фактора близки к линейным на реально наблюдаемом 

небольшом интервале вариации. 

Параметр а определяем как точку пересечения линии регрессии с осью 

0у, а параметр в оценим, исходя из угла наклона линии регрессии, как dy/dx, где 

dy приращение результата у, а dx – приращение фактора х. 

Классически оценка параметров линейной регрессии основана на методе 

наименьших квадратов (МНК). 

  2)~( хi уу  min       

Чтобы определить минимум функции, надо вычислить частные 

производные по каждому из параметров а и в и приравнять их к 0. 

  22 )()~( вхayyyS xi     

преобразуя формулу получим систему нормальных уравнений для оценки 

параметров а и в. 
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Параметр в называется коэффициентом регрессии. Формально а значение 

у при х = 0. Параметр а может не иметь экономического содержания. 

Интерпретировать можно лишь знак при параметре а. Если а  0, то 

относительное изменение Vу   Vх. 

Коэффициент регрессии в показывает, на какую величину в среднем 

различаются значения результативного признака у при различии фактора х на 

единицу его измерения. 

Следует отметить, что в - величина именованная, ее численное значение 

зависит от единиц  измерения признаков. Поэтому по значению в нельзя судить 

о большей или меньшей тесноте связи. Теснота парной линейной 

корреляционной связи может быть измерена корреляционным отношением – п. 

При использовании линейной регрессии в качестве такого показателя 

выступает линейный коэффициент корреляции – чху. Этот показатель 

представляет собой  стандартизованный коэффициент регрессии, т.е. 

коэффициент, выраженный не в абсолютных единицах измерения признаков, а 

в долях среднего квадратического отклонения фактического и результативного 

признака: 

ухуху

х
ху

хухуух
вч



 *),cov( 
 . 

Коэффициент корреляции был предложен английским статистиком 

Карлом Пирсоном (1857-1936). 

Коэффициент парной корреляции показывает, на какую часть своего СКО 

изменяется в среднем результативный признак у при изменении факторного 

признака х от его среднего значения на величину своего СКО. 

В отличие от коэффициента регрессии в коэффициент корреляции не 

зависит от принятых единиц измерения, а стало быть, он сравним для любых 

признаков. 

Линейный коэффициент корреляции находится в границах -1  чху  1. 

Если коэффициент регрессии в  0, то 0  чху  1, и, наоборот, при в   0, 

то -1  чху  0. 

Если коэффициент корреляции равен 0, то это означает полное 

отсутствие связи. Чем ближе коэффициент корреляции к 1, тем теснее связь 

между изучаемыми признаками. Если коэффициент корреляции равен 1, то это 

максимально тесная связь, т.е. зависимость функциональная. Отрицательное 
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значение коэффициента корреляции свидетельствует об обратной зависимости 

между факторам и результатом. Для характеристики силы связи используют 

шкалу Чеддока. 

 

Таблица 2.1 Шкала Чеддока 

Теснота связи Значение коэффициента корреляции при наличии: 

прямой связи обратной связи 

Слабая  0,1 – 0,3 (-0,1) – (-0,3) 

Умеренная  0,3 – 0,5 (-0,3) – (-0,5) 

Заметная  0,5 – 0,7 (-0,5) – (-0,7) 

Высокая  0,7 – 0,9 (-0,7) – (-0,9) 

Весьма высокая 0,9 – 0,99 (-0,9) – (-0,99) 

 

Квадрат коэффициента корреляции называется коэффициентом 

детерминации, он характеризует долю дисперсии результативного признака у, 

объясняемую регрессией, в общей дисперсии результативного признака. 

общая

объясн.
2

у

2

2



 у

ухч   

Соответственно величина 1 – ч2 характеризует долю дисперсии у, 

вызванную влиянием остальных, не учтенных в модели факторов. Величина 

коэффициента детерминации служит одним из критериев оценки качества 

линейной модели. 

 

2.3 Оценка существенности параметров 

 линейной регрессии и корреляции 

После того как найдено уравнение линейной регрессии проводится 

оценка значимости как уравнения в целом, так и отдельных его параметров. 

Оценка значимости уравнения регрессии в целом дается с помощью F-

критерия Фишера. При этом выдвигается нулевая гипотеза, что коэффициент 

регрессии  в = 0, и следовательно, фактор х не оказывает влияния на результат 

у. 

Расчету F-критерия предшествует анализ дисперсии. Центральное место 

занимает разложение общей дисперсии результативного признака у от среднего 

значения у , на две части – объясненную и необъясненную. 

    222 )~()~()( хх уууууу  

 

            Общая сумма           Сумма квадратических            Остаточная сумма 

           квадратических   =  отклонений объясненной    +     квадратического  

              отклонений                   регрессией                                   отклонения 

 

Число степеней свободы 

п – 1 = 1 + (п – 2) 

Разделив каждую сумму квадратов на соответствующее ей число 

степеней свободы, получим средний квадрат отклонений. 
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Определение дисперсии на одну степень свободы приводит их к 

сопоставимому виду. Сопоставляя факторную и остаточную дисперсии в 

расчете на одну степень свободы, получим F-критерий: 

ост

факт

Д

Д
F  , для проверки нулевой гипотезы: 

Но : Дфакт = Дост. 

Английским статистиком Снедекором разработаны таблицы критических 

значений F отношений при разных уровнях существенности   = 0,05 нулевой 

гипотезы и различном числе степеней свободы. 

Если Fфак  Fтабл Но отклоняется. 

Величина F-критерия связана с коэффициентом детерминации: 

)2(
1 2

2




 п
r

r
F . 

Оценка параметров а и в производится с помощью стандартной ошибки 

коэффициента регрессии, которая определяется  по формуле: 

 







22 )()(

)2(:)~(

хх

Д

хх

пуу
m остх

в  

После определяется фактическое значение t-критерия Стьюдента: 
mв

в
tв  , 

который затем сравнивается с tтабл при определенном уровне значимости   и 

числе степеней свободы (п - 2). 

Этот же результат можно получить: Ftв  . 

Доверительный интервал для коэффициента регрессии в   tmв. 

Стандартная ошибка параметра   по формуле: 
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Значимость линейного коэффициента корреляции проверяется на основе 

величины ошибки коэффициента корреляции: 

     
2

1 2






п

r
mr . 

Фактическое значение t-критерия Стьюдента определяется следующим 

образом: 

2*
1 2




 п
r

r
t r  

Данная формула свидетельствует, что в парной линейной регрессии 

Ftr 2 . 
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Если коэффициент корреляции близок к единице, то распределение его 

оценок отличается от нормального или распределения Стьюдента, так как он 

ограничен величиной 1. 

Показателем силы влияния фактора на результат является коэффициент 

эластичности: 
у

х
хЭ  )(f ,  

Средний коэффициент эластичности показывает, на сколько процентов в 

среднем по совокупности изменится результат У от своей средней величины 

при изменении фактора Х на 1 % от своего среднего значения. Для 

прямолинейной зависимости коэффициент эластичности рассчитывается по 

формуле: 
у

х
b

у

х
bxаЭ  ,)(  

Чтобы оценить качество модели в целом, можно определить среднюю 

ошибку аппроксимации: 

%100*
~1





у

уу

п
А х  

Модель считается подобранной достаточно хорошо, если средняя ошибка 

аппроксимации не превышает 8-10%. 

 

ВОПРОСЫ для опроса 

по теме: «Парная линейная регрессия и корреляция»: 

 

1. Какие виды регрессии известны? 

2. Как вами понимается простая регрессия? 

3. Как вами понимается множественная регрессия? 

4. Спецификация модели – что это? 

5. Когда уравнение регрессии не имеет практического смысла? 

6. Перечислите основные методы выбора вида функции? 

7. Во сколько раз число наблюдений (n)должно превышать количество 

факторов? 

8. В чем заключается суть метода наименьших квадратов? 

9.   Что собой представляет корреляционное поле? 

10. Назовите простейшее уравнение корреляционной связи? 

11. Какой коэффициент показывает тесноту связи в парной регрессии? 

12.  Какие значения может принимать коэффициент корреляции? 

13.  Для чего производится расчет коэффициента детерминации в парной 

линейной регрессии? 

14.  Как можно определить значимость уравнения регрессии в целом? 

15.  Как можно определить значимость параметров уравнения регрессии? 

16.  Для чего рассчитывается F – критерий Фишера. 

17.  Что показывают доверительные интервалы? 
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Примеры решения задач  

 

Задание 2.1  По регионам Приволжского федерального округа за 2014 год 

изучается зависимость стоимости квадратного метра жилья от уровня 

безработицы населения. Исходные данные представлены в таблице 2.2. 

 

Таблица 2.2  Исходные данные для корреляционно-регрессионного анализа 

зависимости стоимости 1 кв метра жилья на вторичном рынке по всем типам 

квартир от уровня безработицы в регионе за 1 квартал 2014 г.  

Регионы ПФО Уровень 

безработицы, тыс. 

чел. 

Стоимость 1 

кв.метра жилья, 

руб. 

Республика Башкортостан 112,6 54998,68 

Республика Марий Эл 17,4 41356,66 

Республика Мордовия 20,1 40598,1 

Республика Татарстан 93,8 53846,02 

Удмуртская Республика 50,2 44078,38 

Чувашская Республика 37,1 41486,32 

Пермский край 76,5 41000,12 

Кировская область 34,9 43382,45 

Нижегородская область 78,9 61626,28 

Оренбургская область 54,3 46842,86 

Пензенская область 33,5 40704,8 

Самарская область 49,7 51646,72 

Саратовская область 68,3 38556,7 

Ульяновская область 33,8 41397,26 

 

Задание: 

1) Для характеристики зависимости стоимости жилья от величины 

безработицы населения рассчитать параметры линейной функции. 

2) Определить средний коэффициент эластичности. 

3) Рассчитать коэффициент корреляции. 

4) Оценить значимость модели через показатель детерминации, среднюю 

ошибку аппроксимации и F-критерий Фишера. 

5) С вероятностью 0,95 указать доверительный интервал ожидаемого 

значения величины стоимости жильяв предположении роста уровня 

безработицы населения на 10,0% от своего среднего уровня и найти 

доверительный интервал прогноза. 

6) Проанализировать все рассчитанные показатели. 
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РЕШЕНИЕ: 

1) Параметры a и b линейной регрессии xbау ~  рассчитываются с 

помощью метода наименьших квадратов. Для этого решим систему 

нормальных уравнений. 









 

 
,

;
2 xyxbxa

yxbna
 

По исходным данным определим  у , х ,   ху , 
2

 х ,  2у в расчетной 

таблице 2.3 (единицы измерения по стоимости жилья переведены в тыс. руб. 

для удобства расчетов) 

 

Таблица 2.3  Расчет показателей парной линейной регрессии и корреляции 

 

№ x  y  yx   x
2
 y

2 
y~  

y

yy ~
 2)~( уу   2)( хх   

1 112,6 55,0 6193 12678,76 3025 55,1 0,002273 0,02 3391,90 

2 17,4 41,3 718,62 302,76 1705,69 39,9 0,034068 1,98 1366,04 

3 20,1 40,6 816,06 404,01 1648,36 40,3 0,006773 0,08 1173,75 

4 93,8 53,8 5046,44 8798,44 2894,44 52,1 0,031283 2,83 1555,51 

5 50,2 44,1 2213,82 2520,04 1944,81 45,1 0,023605 1,08 17,31 

6 37,1 41,5 1539,65 1376,41 1722,25 43,0 0,037229 2,39 297,91 

7 76,5 41,0 3136,5 5852,25 1681 49,3 0,203634 69,71 490,18 

8 34,9 43,3 1511,17 1218,01 1874,89 42,7 0,014018 0,37 378,69 

9 78,9 61,6 4860,24 6225,21 3794,56 49,7 0,192646 140,83 602,21 

10 54,3 46,8 2541,24 2948,49 2190,24 45,8 0,021432 1,01 0,00 

11 33,5 40,7 1363,45 1122,25 1656,49 42,5 0,043464 3,13 435,14 

12 49,7 51,6 2564,52 2470,09 2662,56 45,1 0,126725 42,76 21,72 

13 68,3 38,6 2636,38 4664,89 1489,96 48,0 0,24482 89,06 194,32 

14 33,8 41,4 1399,32 1142,44 1713,96 42,5 0,026981 1,25 422,71 

Итого 761,1 641,3 36540,41 51724,05 30004,21 641,3 1,008951 356,47 10347,39 

Среднее 54,36 45,81 2610,03 3694,58 2143,16 х х   

 

Система нормальных уравнений составит: 









.41,3654005,517241,761

;3,6411,76114

ba

ba
 

Решив систему, получим:  a = 37,109;   b = 0,16. 

Уравнение линейной регрессии имеет вид: 
xу  16,0109,37~ . 

Параметры уравнения можно определить и по следующим формулам: 

 

 

162,0
36,54*36,5458,3694

36,54*81,4503,2610





b  
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xbya   = 45.81 – 0.162*54.36 = 37,004 

Однако, оперируя средними величинами, мы можем столкнуться с 

ошибками округления. Действительно, как видно, параметры a и b, 

рассчитанные двумя способами не совпадают. В дальнейшем при решении мы 

будем использовать значения параметров, полученные при решении системы 

нормальных уравнений. 

Величина коэффициента регрессии b = 0,16 означает, что с ростом 

численности безработных на 1 тыс.. величина стоимости 1 кв. метра жилья 

увеличится в среднем на 0,16 тыс. руб. или на 16000 руб. 

2) Средний коэффициент эластичности для линейной регрессии 

находится по формуле: 

y

x
bЭ  

81,45

36,54
16,0 0,189 

 

При увеличении величины безработицы на 1%, величина стоимости 1 кв. 

метра жилья в среднем увеличится на 0,189%. 

3) Линейный коэффициент парной корреляции (r) определяется по 

формуле: 

y

x

yx

xy
b

yxyx
r











 , 

тогда  xyr
6786,6195,27

81,4536,5403,2610




 =0,6596 значит связь между вкладами 

населения и уровнем денежных доходов прямая заметная. 

 

4) Определим коэффициент детерминации: 

435,06596,0 22 xyr . 

Таким образом, вариация величины стоимости 1 кв. метра жилья  на 

43,5% зависит от вариации уровня безработицы населения, а на остальные 

(100%-43,5%) 56,5% − от вариации факторов, не включенных в модель. 

Подставляя в уравнение регрессии фактические значения x, определим 

теоретические (расчетные) значения y~ (таблица 2.3) и найдем величину 

средней ошибки аппроксимации ( A ):    

%100
~1



 

y

yy

n
A = %21,7%100008951,1

14

1
 . 

Так как допустимый предел значений A  не более 8-10%, качество модели 

по данному показателю удовлетворительное. Однако средняя ошибка 

аппроксимации не является главным критерием оценки значимости модели. 

С помощью F−критерия Фишера оценим статистическую надежность 

результатов регрессионного моделирования: 

Fфакт= )2(
1)1/()~(

/)~(
2

2

2

2












n
r

r

mnyy

myy

xy

xy

= 24,9)214(
435,01

435,0



. 
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       Fтабл = 4,75 при 121;1;05,0
21

 mnkmk . 

Так как Fфакт > Fтабл, уравнение регрессии значимо, статистически 

надежно. 

5) Если существенность уравнения регрессии xу  16,0109,37~  доказана, 

то оно используется для составления прогнозов. 

Рассчитаем прогнозное значение безработицы населения (х): 

р
х  = 391,5081,45*1,081,4510,0  xx  тыс. чел. 

Точечный прогноз py~  определим путем подстановки прогнозного 

значения рх  в уравнение регрессии:  

172,47391,5016,0109,37~  pp bxay  тыс. руб. 

Среднюю ошибку прогнозируемого значения находим по формуле: 

645,5
39,10347

)36,54391,50(

14

1
145,5

)(

)(1
1

2

2

2









 xx

xx

n
m

p

остy  где 

45,5
1114

47,356

1

)~( 2

. 









mn

yy x

ост .    

Определим предельную ошибку прогноза: 

,3,12645,51788,2..~  yтаблстьюдy mt
p

 

где ..таблстьюдt  = 2,1788  (при df = n-m-1 = 12  и  05,0 ).  

Доверительный интервал прогноза составит: 

3,12172,47~
~~ 

pp ypy y ;           47,5987,34 ~ 
py . 

Таким образом, с вероятностью 0,95 доверительный интервал ожидаемого 

значения средней цены 1 кв. метра жилья в Приволжском Федеральном округе 

в предположении роста численности безработного населения на 10% от своего 

среднего уровня составит от 34,87 до 59,47 тыс. руб. 
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Решение задачи с помощью MS Excel 

 

Параметры линейной регрессии xbау ~
 можно определить с 

помощью встроенной статистической функции ЛИНЕЙН MS Excel.  

Алгоритм  вычисления следующий: 

1) введите исходные данные, как показано на рисунке 2.1. 

 

 
Рисунок 2.1 Ввод данных для корреляционно-регрессионного анализа 

 

2) выделите область пустых ячеек 52 (5 строк, 2 столбца) с целью 

вывода результатов регрессионной статистики или область 12 – для получения 

только оценок коэффициентов регрессии; 

3) активизируйте Мастер функций любым из способов: 

а) в главном меню выберите Вставка / Функция; 

б) на панели инструментов Стандартная щелкните по кнопке Вставка 

функции; 

4) в окне «Категория» выберите Статистические (рисунок 2.2), в окне 

«Функция» – ЛИНЕЙН. Щелкните по кнопке ОК (рисунок 2.3); 
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Рисунок 2.2 Диалоговое окно Мастер функций 

 

Рисунок 2.3 Диалоговое окно  Мастер функций – выбор вида функции 

 

5) заполните аргументы функции (рисунок 2.4): 
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Рисунок 2.4 Диалоговое окно Аргументы функции 

 

Известные_значения_ y – диапазон, содержащий данные 

результативного признака. 

Известные_значения_x – диапазон, содержащий данные факторного 

признака. 

Константа – логическое значение, которое указывает на наличие или на 

отсутствие свободного члена в уравнении: если Константа = 1, то свободный 

член рассчитывается обычным образом, если Константа = 0, то свободный 

член равен 0. 

Статистика – логическое значение, которое указывает, выводить 

дополнительную информацию по регрессионному анализу или нет. При 

Статистике = 1 дополнительная информация выводится, а при Статистике 

= 0 – выводятся только оценки параметров уравнения.  

Щелкните по кнопке ОК; 

6) в левой верхней ячейке выделенной области появится первый элемент 

итоговой таблицы. Чтобы раскрыть всю таблицу, нажмите на клавишу <F2>, а 

затем – на комбинацию клавиш <CTRL> + <SHIFT> + <ENTER>. 

Дополнительная регрессионная статистика будет выводиться в порядке, 

указанном в следующей схеме: 

Таблица 2.4 Регрессионная статистика 

Значение коэффициента  b Значение коэффициента  a 

Среднеквадратическое 

отклонение b 

Среднеквадратическое отклонение  

a 

Коэффициент детерминации  R
2
 

Среднеквадратическое отклонение  

y 

F - статистика Число степеней свободы 

Регрессионная сумма квадратов Остаточная сумма квадратов 
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0,162031 36,99847 

0,053577 3,256591 

0,432517 5,449999 

9,146012 12 

271,6594 356,4299 

Таблица 2.5 Результаты регрессионной статистики 

Произведем аналогичную работу с помощью инструмента анализа 

данных Регрессия, помимо результатов регрессионной статистики, 

дисперсионного анализа и доверительных интервалов, можно получить остатки 

и графики подбора линии регрессии, остатков и нормальной вероятности. 

Алгоритм действий следующий:  

1) проверьте доступ к пакету анализа. В главном меню последовательно 

выберите Сервис / Настройки. Установите флажок Пакет анализа; 

2) в главном меню выберите Сервис / Анализ данных / Регрессия. 

Щелкните по кнопке ОК (рисунок 2.6); 

 

 

 
Рисунок 2.6 Диалоговое окно Анализ данных 

 

3) после  вызова режима Регрессия на экране появляется диалоговое окно 

(рисунок 2.7), в котором  задаются следующие параметры: 
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Рисунок 2.7     Диалоговое окно  Регрессия 

 

Входной интервал Y – диапазон адресов ячеек, содержащих значения у .  

Входной интервал X – диапазон адресов ячеек, содержащих значения х.  

Метки – флажок, который указывает, содержит ли первая строка 

название столбца или нет. 

Уровень надежности – при включении этого параметра задается  

надежность при построении доверительных интервалов. 

Константа-ноль – флажок, указывающий на наличие или отсутствие 

свободного члена в уравнении (при включении этого параметра коэффициент  

0а ). 

Выходной интервал – при включении активизируется поле, в которое 

необходимо ввести адрес левой верхней ячейки выходного диапазона, который 

содержит ячейки с результатами вычислений режима Регрессия. 

Новый рабочий лист – при включении этого параметра открывается 

новый лист, в который, начиная с ячейки А1, вставляются результаты работы 

режима Регрессия. 

Новая рабочая книга – при включении этого параметра открывается 

новая  книга на первом листе которой, начиная с ячейки А1, вставляются 

результаты работы режима Регрессия. 

Если необходимо получить информацию и графики остатков, установите 

соответствующие флажки в диалоговом окне. Щелкните по кнопке ОК. 

Результаты регрессионного анализа для исходных данных представлены 

на рисунке 2.8. 
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Рисунок 2.8  Результат применения инструмента Регрессия 

 

 

 
Рисунок 2.9  Результат применения инструмента Регрессия – Вывод остатка 

 

Приведем  используемые в MS Excel терминологию и определения. 

Регрессионная статистика: 

Множественный R  – коэффициент корреляции.  

Rквадрат – коэффициент детерминации 2R . 
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Нормированный Rквадрат – скорректированный коэффициент 

детерминации. 

Стандартная ошибка – оценка среднеквадратического отклонения. 

Наблюдения – число наблюдений n. 

 

Дисперсионный анализ: 

df – число степеней свободы. Для строки Регрессия показатель равен m, 

то есть числу параметров при переменных x;  

для строки Остаток – (n-m-1); для строки  Итого – (n-1). 

SS – сумма квадратов отклонений.  

MS дисперсии на одну степень свободы, вычисленные по формуле: 

SS
MS

df
 . 

F – значение F критерия Фишера. 

Значимость F  – значение уровня значимости. Чем меньше уровень 

значимости, тем больше вероятность того, что вычисленная регрессия значима.  

Рассмотрим  следующую группу показателей. 

Коэффициенты – вычисленные значения параметров уравнения 

регрессии. 

Стандартная ошибка – стандартные отклонения значений 

коэффициентов a и b. 
t статистика – значения t – критериев Стьюдента.  

Р – значение – содержит вероятности случайных событий. Если эта 

вероятность меньше принятого уровня значимости  , то принимается гипотеза 

о значимости соответствующего коэффициента регрессии. 

Нижние 95% и Верхние 95% – соответственно нижние и верхние 

интервалы для оцениваемых коэффициентов.  

Перейдем к следующей группе показателей: 

Наблюдение – содержит номера наблюдений. 

Предсказанное У – значения y~ , вычисленные по построенному 

уравнению регрессии. 

Остатки – значения остатков )~( yy  . 

Таким образом, сравнив результаты расчетов ручным способом и с 

помощью MS Excel видно, что результаты практически совпадают, но имеют не 

точности, что получается за счет округлений в расчетах. 
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 Тестовые вопросы 
2.1 Кто ввел термин парная регрессия? 

а) Френсис Гальтон 

б) Тинберген 

в) Клейн 

2.2 Как выглядит простая регрессия? 

а) у = f (х1, х2, х3…хn) 

б) у = f (x) 

в) у = f (x) / f (у) 

2.3 Какие факторы выбираются в 

первую очередь в экономических 

исследованиях? 

а) проверенные 

б) существенные 

в) существующие 

2.4 Какие методы вам известны при 

выборе вида  функции? 

а) графический метод 

б) аналитический метод 

в) экспериментальный 

 

2.5 Как называется параметр – b? 

а) коэффициент регрессии 

б) коэффициент детерминации 

в) не имеет экономического смысла 

2.6 Какие виды уравнения регрессии 

вам известны? 

а) одиночная 

б) простая 

в) множественная 

2.7 С чего могут начинаться 

экономические исследования? 

а) со спецификации модели 

б) с изучения данных 

в) с обследования ситуации 

2.8 Какой метод используется 

наиболее часто в линейной регрессии? 

а) метод наименьших квадратов 

б) метод средних 

в) метод исключений 

 

2.9 Как называется параметр – а? 

а) коэффициент регрессии 

б) коэффициент детерминации 

в) не имеет экономического смысла 

2.10 В каком из ниже представленных 

случаев связь прямая? 

а) -0,3 

б) 0,1 

в) 1 

2.11 Что предшевстует расчету F- 

критерия Фишера? 

а) анализ дисперсии 

б) анализ тесноты связи 

в) анализ коэффициента 

детерминации 

2.12 Суть метода наименьших 

квадратов: 

                              2  

а) min Σ (Yi – Ỹx) → max 

                             2  

б) min Σ (Yi –Ỹx) → 0 

                             2  

в) min Σ (Yi –Ỹx) → min 

2.13 Во сколько раз число 

наблюдений (n) должно превышать 

количество факторов? 

а) в 2 раза 

б)  в 10 раз 

в) в 6-7 раз 

2.14 В каком случае парная регрессия 

достаточна? 

а) если модель статистически значима 

б) если имеется один главный фактор 

в) если модель надежна 

2.15 Что может свести все наши 

измерения в модели на нет? 

а) ошибки совокупности 

б)  ошибки измерения 

в) ошибки в случайных величинах 

2.16  Что характеризует в уравнении 

регрессии, если параметр b = 0? 

а) связь минимальна 

б) связь отсутствует 

в) связь максимальна 

2.17 В каком из ниже представленных 

случаев  связь обратная? 

а) 0,1 

б) 0,3 

в) -0,3 

2.18  Что производится в первую 

очередь после того, как найдено 

уравнение регрессии? 

а) оценка значимости уравнения 

регрессии 
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б) оценка тесноты связи 

в) оценка коэффициента 

детерминации 

2.19 В каком из ниже представленных 

случаев связь сильная? 

а) r = 0.8 

б) r = 0.6 

в) r = 0.03 

2.20 Кто предложил использовать 

линейный коэффициент корреляции? 

а) Карл Пирсон 

б) Гальтон 

в) Тейлор 

2.21 По какому из ниже 

представленных параметров мы не 

можем судить  о тесноте связи? 

а) b 

б)  r 

в) r ² *100 % 

2.22 Что зависит от правильного 

выбранной спецификации модели? 

а) величина случайных ошибок 

б) дальнейшие показатели модели 

в) значимость модели 

2.23 Чему не может быть равно Х в 

экономических явлениях 

а) 1 

б) 0 

в) -1 

 

2.24  Система нормальных уравнений 

метода наименьших квадратов для 

прямой линии имеет вид: 

а) 










 

 

xyxbxa

yxba

2

;
;      

б) 









 

 
xyxxa

yxbna
2

;
;      

в) 










 

 

xyxbxa

yxbna

2

;
. 

2.25 F-критерий Фишера определяется 

по формуле: 

а) 
.

.

ост

факт

D

D
F  ;                      

б) 
.

.

общ

ост

D

D
F  ;                 

в) 

.

.

общ

факт

D

D
F  . 

2.26 Коэффициент корреляции 

вычисляется по формуле: 

а) 
yx

yxyx
r

 


 ;        

б) 
 




2)( xx

yxyx
r ;          

в) 
x

yxyx
r




 ;       

г) 
y

xbr



 . 

 

2.27 Классическое линейная регрессия 

имеет вид:  

а) 
x

b
ay ;           

б)  bxay ;        

в)  xbay . 

 

2.28 В линейном уравнении 

 bxay  коэффициентом 

регрессии является: 

а) b ;                                 

б) а. 

 

2.29 Задача дисперсионного анализа 

состоит: 

а) в анализе дисперсии зависимой 

переменной; 

б) в анализе дисперсии независимой 

переменной. 

 

2.30 Коэффициент детерминации 

показывает: 

а) на сколько процентов вариация 

результативного признака 

определяется изменением факторов, 

включенных в модель; 

б) на сколько процентов изменится в 

среднем результативный признак, 

если факторный изменится  

на 1%. 
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3. Нелинейная регрессия и корреляция 

 

3.1 Нелинейная регрессия. 

3.2 Корреляция для нелинейной регрессии. 

 

3.1 Нелинейная регрессия. 

 

Линейные связи являются основными. Однако между экономическими 

явлениями существуют и нелинейные зависимости. Например, 

гиперболическая, характерна для таких зависимостей , где с увеличением 

фактора результативный показатель снижается, но не 0, причем это 

уменьшение все время замедляется, п при х  0, средняя величина признака 

будет равна а. 

х

в
ау ~ . 

Такие зависимости характерны для связей, в которых результативный 

признак не может варьировать неограниченно, его вариация имеет 

односторонний предел. 

Параболическая связь характерна для таких связей, где имеется 

оптимальное значение факторов, а при отклонении факторов в обе стороны 

результативный признак увеличивается или уменьшается (осадки и 

урожайность, удобрения и урожайность, оплата труда и рентабельность) 

Есхвхау  2~ . 

Логарифмическая связь, когда с увеличением фактора результативный 

признак возрастает, но замедленно. 

хвау log~  . 

Различают два класса нелинейных регрессий: 

1) регрессии, нелинейные относительно включенных  объясняющих 

переменных, но линейные по оцениваемым параметрам – гипербола, 

полиномы разных степеней, в т.ч. парабола 2-го порядка; 

2) регрессии, нелинейные по оцениваемым параметрам. Сюда 

относятся функции: 

а) степенная – у = ах
в
*Е; 

б) показательная - у = ав
х
*Е; 

в) экспоненциальная - у =l
 а+вх

*Е. 

Оценка параметров нелинейных регрессий по включенным 

переменным определяется методом наименьших квадратов, т.к. эти функции 

линейны по параметрам. Так, в параболе II степени  у = а0 + а1х + а2х
2
 + Е 

заменяя переменные х = х1, х
2
 = х2, получим двухфакторное уравнение 

линейной регрессии:  

В параболе II порядка Есхвхау  2~ определяется значение фактора, 

при котором достигается максимальное или минимальное значение 

результативного признака путем приравнивания к 0 первой производной 

в + 2сх = 0    откуда     х = -в / 2с. 
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При  в  0  и  с  0  кривая симметрична относительно высшей точки   

- например зависимость заработной платы работников физического труда от 

возраста. При  в   0  и  с   0  парабола второго порядка симметрична 

относительно своей низшей точки . 

Среди класса нелинейных моделей, параметры которых оцениваются 

методом наименьших квадратов (МНК) можно назвать гиперболу: 
х

в
ау  ; 














 

 

х

у

х
в

х
а

у
х

впа

20

11

1

 

Классическими примерами являются: кривая Филипса (английский 

экономист) установил обратную зависимость процента прироста заработной 

платы от уровня безработицы (в  0)  у= а – в / х, где в   0, кривая Энгеля 

(немецкий статистик) – с ростом дохода доля доходов, расходуемых на 

продовольствие уменьшается, где – у – доля расходов на 

непродовольственные товары; х – доходы (или общая сумма расходов). 

Другое дело регрессии, не линейные по оцениваемым параметрам. 

Данный класс нелинейных моделей делится на два типа: 

1) нелинейные модели  внутренне линейные; 

2) нелинейные модели внутренне нелинейные. 

Широко используется степенная функция: у = ах
в
 + Е. Связано это с тем, 

что параметр в является здесь коэффициентом эластичности. Величина 

коэффициента в показывает, на сколько процентов изменится в среднем 

результат, если фактор изменится на 1 %.  

Коэффициент эластичности: 

y

x
xfЭ )(/ ; 

в
ва

хва

ах

х
хваЭ

в

в

в

в  

*

**
** 1  

Только для степенной функции он представляет постоянную величину, 

равную параметру в. 

Коэффициент эластичности для линейных функций не является 

величиной постоянной, а зависит от соответствующей х и рассчитывается по 

формуле 
у

х
вЭ  . 

3.2 Корреляция для нелинейной регрессии 

 

Для характеристики тесноты связи нелинейной регрессии применяется 

индекс корреляции 
2

1

2

у  

2

ост1















 , 

где 2

у  - общая дисперсия результативного признака у; 
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2

ост  - остаточная дисперсия, определяется исходя из уравнения 

регрессии; 

  22 )(
1

уу
п

у , 

п
ост

12    2)~( хуу , то 









2

2

)(

)~(
1

уу

уу х
  

0  R  1. 

Оценка надежности индекса корреляции проводится, так же как и 

оценка надежности коэффициента корреляции. 

Индекс детерминации используется для проверки существенности, в 

целом уравнения нелинейной регрессии по F-критерию Фишера: 

m

mn
F

1
*

1 2

2 







 

где 
2
 – индекс детерминации; 

п – число наблюдений; 

m – число параметров при переменных х. 

 

Вопросы для опроса 

по теме: «Нелинейная регрессия и корреляция»: 

 

1. Какие связи являются основными? 

2. Какие классы нелинейных регрессий вам известны?  

3. Каким методом  осуществляется  оценка параметров нелинейных 

регрессий по включенным переменным? 

4. На какие классы  делятся регрессии, не линейные по оцениваемым 

параметрам ? 

5. Для оценки параметров каких моделей используются итеративные 

методы?  

6. Коэффициент эластичности – его полная характеристика. 

7. Для чего применяется индекс корреляции? 

8. Для чего используется индекс детерминации?  
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Примеры решения задач 

 

Задание 3.1 По регионам Приволжского федерального округа за 2014 

год изучается зависимость стоимости квадратного метра жилья от уровня 

безработицы населения. Исходные данные представлены в таблице 2.2. Для 

характеристики зависимости данной зависимости с помощью MS Excel 

рассчитать параметры степенной, экспоненциальной и гиперболической 

функций. Найти показатели тесноты связи по каждой модели. Оценить 

значимость каждой модели с помощью F-критерия Фишера и выбрать 

наилучшую из них (включая линейную). 

 

РЕШЕНИЕ: 

 

1. Уравнение регрессии в виде степенной функции имеет вид:  

 bxay . 

Для оценки параметров модели линеаризуем (приводим к линейному 

виду) модель путем логарифмирования: xbay lnlnln  .         

Обозначим lny =Y, lna =A, lnx =X.  

Тогда получим: Y=A+bX. 

Для расчетов составим с помощью MS Excel вспомогательную таблицу, 

в которой рассчитаем натуральные логарифмы с помощью математической 

функции LN (рисунок 3.1, 3.2, 3.3). 

 

 
 

Рисунок 3.1  Расчет натуральных логарифмов 
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Выбираем соответствующую ячейку и получаем соответственно значения 

(рисунок 3.2): 

 
Рисунок 3.2 Расчет натуральных логарифмов 

 

Протягиваем данную комбинацию на все строки по столбику Х и У, 

получаем результаты (рисунок 3.3): 

 

 
Рисунок 3.3 Расчет натуральных логарифмов 

 

Далее с помощью инструмента Регрессия рассчитаем параметры 

уравнения (рисунки 3.4 и 3.5). 
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Рисунок 3.4 Диалоговое окно Регрессия 

 

 
 

Рисунок 3.5  Результаты расчета параметров степенной функции 

Таким образом, уравнение регрессии имеет вид: 

xy ln15862,011,10ln  . 

Выполнив потенцирование, получим: 
15862,015862,011,10 66,24587 ххеy  . 
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15862,0е можно рассчитать с помощью математической функции EXP : 

(рисунок 3.6): 

 
Рисунок 3.6 Диалоговое окно Аргументы функции 

 

Параметр b=0,15862 означает коэффициент эластичности, который 

показывает, что с ростом величины безработицы населения на 1% размер 

стоимости 1 кв. метра жилья увеличится в среднем на 0,15862%. 

 

 

2. Уравнение регрессия в виде экспоненты имеет вид:  

bxаey   

Для оценки ее параметров необходимо привести уравнение к 

линейному виду: bxay  lnln . 

Для расчета параметров экспоненциальной прямой можно 

воспользоваться статистической функцией ЛГРФПРИБЛ MS Excel. 

Порядок вычислений аналогичен применению функции ЛИНЕЙН. 

Результаты вычислений представлены на рисунке 3.7 и 3.8. 
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Рисунок 3.7 Диалоговое окно Аргументы функции 

 

 
Рисунок 3.8 Результаты вычислений параметров экспоненциальной функции 

Таким образом, уравнение регрессии в виде экспоненты имеет вид: 

xey 003318,196,37893~  . 

3. Уравнение регрессия в виде равносторонней гиперболы имеет вид: 

x

b
ay  , чтобы оценить параметры a и b, приведем модель к линейному 
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виду, заменив z
x


1
. Тогда bzay  . Результаты замены представлены на 

рисунке 3.9. 

 
Рисунок 3.9  Вспомогательная таблица для расчета параметров гиперболы 

Далее с помощью инструмента Регрессия рассчитаем параметры 

уравнения. Результаты расчета представлены на рисунке 3.10. 

 
Рисунок 3.10 Результаты вычислений параметров гиперболической функции 

Выберем наилучшую модель, для чего объединим результаты 

построения парных регрессий в одной таблице 3.1. 

Все уравнения регрессии достаточно хорошо описывают исходные 

данные.  
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Таблица 3.1 Результаты корреляционно-регрессионного анализа 

 

Уравнение регрессии Коэффициент 

корреляции 

Коэффициент 

детерминации 

F-критерий 

Фишера 

xу  86,16156,37023~
 0,6559 0,43 9,06 

15862,066,24587 хy   0,6136 0,377 7,245 

xey 003318,196,37893~   
0,6525 0,426 8,899 

x
y

278,256512
4807,952064~   

0,529 0,28 4,668 

 

Предпочтение можно отдать линейной функции, для которой значения 

коэффициентов корреляции и детерминации и F-критериев Фишера 

наибольшие. 

 

Тестовые вопросы 

 
3.1 Какае связи являются в 

эконометрике основными?: 

а) нелинейные 

б) гиперболические 

в) линейные 

г) кривые 

3.2 Какая связь характерна для 

зависимостей где с увеличением 

фактора результативный показатель 

снижается, но не 0, причем это 

снижение все время замедляется, 

средняя величина признака будет 

равна а: 

а) параболическая 

б) логарифмическая 

в) показательная 

г) гиперболическая 

3.3 Каким методом пользуются при 

оценке параметров нелинейной 

регрессии?: 

а) методом наименьших квадратов 

б) методом средних 

в)  методом экономического анализа 

3.4 Как выглядит двухфакторное 

уравнение линейной связи (при х=х1, 

х*х=х2)?: 

а) у = а0 + а1*х1 + а2*х2 + Е 

б) у = а0 + а1*х1+ Е 

в) у = а0 + а1*х1 + а2*х2 + а3*х3+Е 

3.5 Как называется следующая модель 

у = ах
в
*Е? 

а) внутренне нелинейная 

б) внешне нелинейная 

в) внутренне линейная 

г) внутренне и внешне нелинейная 

3.6 Для каких связей характерно 

оптимальное значение факторов а при 

отклонении  факторов в обе стороны 

результативный признак 

увеличивается или уменьшается?: 

а) логарифмическая связь 

б) гиперболическая связь 

в) параболическая связь 

3.7  Какие классы нелинейных 

регрессий вам известны? 

а) нелинейные по оцениваемым 

параметрам 

б) нелинейные относительно 

включенных объясняющих 

переменных, но линейные по 

оцениваемым параметрам 

в) линейные по оцениваемым 

параметрам 

г) линейные по включенным 

переменным 

3.8Какие функции относятся к 

регрессиям нелинейным по 

оцениваемым параметрам: 
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а) логарифмическая 

б)  показательная  

в) степенная 

г) экспоненциальная 

д) гиперболическая 

3.9.Для чего применяется индекс 

корреляции в нелинейной регрессии? 

а) для проверки существенности 

б) для оценки тесноты связи 

в) для дисперсионного анализа 

3.10 Что применяют при изучении 

характеристики тесноты связи 

нелинейной регрессии?: 

а) тесноту связи 

б) индекс корреляции 

в) остаточную дисперсию 

3.11.Для оценки чего из ниже 

представленного может 

использоваться степенная функция?: 

а) эластичность спроса 

б) эластичность предложения 

в) эластичность уровня жизни 

3.12 Для чего используют индекс 

детерминации в нелинейных 

регрессиях?: 

а) для проверки существенности по 

критерию Фишера 

б)  для оценки тесноты связи 

в) для дисперсионного анализа 

3.13 Для какой связи характерно 

следующее: с увеличением фактора 

результативный признак возрастает, 

но замедленно. 

а) для  логарифмической 

б) для параболической 

в) для гиперболической 

3.14 Для оценки  параметров каких 

моделей используются интерактивные 

методы? 

а) внутренне нелинейные по 

параметрам 

б) внутренне линейны по параметрам 

в) внутренне линейны по переменным 

г) внутренне нелинейны по 

переменным 

3.15 Параметры каких уравнений 

могут быть оценены с помощью 

метода  

наименьших квадратов? 

а) 2xcxbay  ;   

б) 
x

b
ay  ;                                           

в) 
bxay  ; 

г) xbay ln . 

3.16 Индекс корреляции для 

нелинейной регрессии определяется 

по формуле: 

а) 
2

.

2

.

2

1 









общ

ост




 ;           

б) 
.

2

.

2

1
общ

ост




  ;          

в) 








2

2

)(

)~(
1

yy

yy
x . 

3.17 Модель вида  bxay  

относится: 

а) к внутренне нелинейным;                      

б) к внутренне линейным. 

3.18 В степенной функции 

 bxay  параметр b является: 

а) коэффициентом регрессии;                      

б) коэффициентом корреляции; 

в) коэффициентом эластичности. 

3.19 Индекс корреляции принимает 

значения: 

а) 11   ;                

б) 1 ;              

в) 10   . 

3.20  Коэффициент эластичности для 

гиперболы равен: 

а) bЭ  ;                 

б) 
xba

xb
Э




 ;                

в) 
bxa

b
Э


 . 
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4 Задания для самостоятельной работы 

 
Номер варианта определяется исходя из последних двух цифр  

зачетной книжки студента 
 

Задание 4.1. Имеются следующие данные об успеваемости студентов при сдаче 

дисциплины математика: 

варианты  

Оценка на 

экзамене 

по 

математике 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 

2 (неуд) 2 5 10 8 5 4 3 6 5 3 5 5 5 5 4 3 6 8 

3 (удовл) 5 7 6 9 5 9 5 8 6 5 3 2 8 9 12 15 4 6 

4 (хор) 10 5 5 2 5 10 12 8 14 11 7 9 2 5 5 12 8 4 

5 (отл) 6 10 2 1 10 2 10 10 9 6 10 12 10 10 2 1 7 7 

Итого 

студентов 

23 27 23 20 25 25 30 32 34 25 25 28 25 29 23 31 25 25 

 

варианты  

Оценка на 

экзамене 

по 

математике 

19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36 

2 (неуд) 12 2 8 9 3 1 2 7 5 8 5 10 5 2 1 3 4 8 

3 (удовл) 5 8 6 12 5 9 5 11 6 6 4 8 7 9 10 15 14 5 

4 (хор) 10 5 15 2 15 5 4 8 14 11 7 5 2 8 15 11 5 4 

5 (отл) 6 10 2 1 10 2 10 10 9 3 5 2 14 10 5 8 7 7 

Итого 

студентов 

33 25 31 24 33 17 21 36 34 28 21 25 28 29 31 37 30 24 

 

 

 

варианты 

Оценка на 

экзамене 

по 

математике 

37 38 39 40 41 42 43 44 45 46 47 48 49 50 51 52 53 54 

2 (неуд) 12 2 8 9 3 1 2 7 5 8 5 10 5 0 0 3 4 9 

3 (удовл) 5 8 6 12 5 9 5 9 2 6 4 9 7 9 10 15 5 5 

4 (хор) 10 5 15 2 10 15 14 8 14 10 8 5 3 8 20 8 9 3 

5 (отл) 6 10 2 1 10 2 10 10 9 3 5 2 14 12 5 6 10 7 

Итого 

студентов 

33 25 31 24 28 27 31 34 30 27 22 26 29 29 35 32 28 24 

 

варианты  

Оценка на 

экзамене 

по 

математике 

55 56 57 58 59 60 61 62 63 64 65 66 67 68 69 70 71 72 

2 (неуд) 12 0 8 9 3 0 2 7 1 8 5 10 5 0 0 3 4 9 

3 (удовл) 5 8 6 12 5 9 5 9 2 6 2 9 4 9 10 7 5 8 

4 (хор) 10 5 15 2 10 15 14 8 14 10 8 5 3 8 20 9 9 3 

5 (отл) 7 9 3 8 6 3 8 7 8 11 15 3 15 9 2 8 8 5 

Итого 

студентов 

34 22 32 31 24 27 29 31 25 35 30 27 27 26 32 27 26 25 
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вариант  

Оценка на 

экзамене 

по 

математике 

73 74 75 76 77 78 79 80 81 82 83 84 85 86 87 88 89 90 

2 (неуд) 12 0 8 9 3 0 2 7 1 8 5 10 1 0 2 1 1 6 

3 (удовл) 6 0 5 8 7 11 13 9 6 8 2 9 5 10 10 7 8 8 

4 (хор) 10 5 15 2 10 15 14 8 14 10 6 8 1 8 20 9 5 9 

5 (отл) 7 9 3 8 6 3 8 7 8 11 15 3 15 9 2 10 8 5 

Итого 

студентов 

35 14 31 27 26 29 37 31 29 37 28 30 22 27 34 27 22 28 

 

Определить для своего варианта какая оценка являлась наиболее встречаемой и затем 

для данной оценки провести выравнивание динамического ряда за все представленные 

данные из той таблицы из которой вы брали свой вариант. Использовать все функции 

которые предлагает Еxcel. Выбрать наилучшую. 

 

Задание 4.2. По N территориям Республики Башкортостан имеются данные, 

представленные в таблице: 
вариант Кол-во 

наблюдений 

Среднее значение Среднее 

квадратическое 

отклонеие 

Линейный 

коэффициент 

парной 

корреляции 
 N У Х1 Х2 У Х1 Х2 Rx1x2 Ryx1 Ryx2 

1 20 110 70 12 11 3,5 1,58 0,59 0,55 0,9 

2 21 111 70,7 12 11 3,5 1,6 0,6 0,556 0,91 

3 22 112 71,4 12 11 3,6 1,61 0,6 0,561 0,82 

4 23 113 72,1 12 11 3,6 1,63 0,61 0,567 0,83 

5 24 114 72,8 12 11 3,6 1,64 0,61 0,572 0,83 

6 26 116 73,6 13 12 3,7 1,66 0,62 0,578 0,84 

7 27 117 74,3 13 12 3,7 1,68 0,59 0,63 0,85 

8 28 118 75 13 12 3,8 1,69 0,56 0,636 0,86 

9 30 119 75,8 13 12 3,8 1,71 0,53 0,643 0,87 

10 30 120 76,6 13 12 3,8 1,73 0,51 0,649 0,88 

11 32 122 77,3 13 12 3,9 1,75 0,48 0,656 0,89 

12 34 123 78,1 13 12 3,9 1,76 0,46 0,662 0,89 

13 35 124 78,9 14 12 3,9 1,78 0,43 0,669 0,9 

14 37 125 79,7 14 13 4 1,8 0,41 0,676 0,91 

15 39 126 80,5 14 13 4 1,82 0,39 0,662 0,92 

16 31 128 81,3 14 13 4,1 1,83 0,37 0,669 0,93 

17 33 129 82,1 14 13 4,1 1,85 0,35 0,675 0,94 

18 34 130 82,9 14 13 4,1 1,87 0,34 0,682 0,95 

19 36 132 83,7 14 13 4,2 1,89 0,34 0,689 0,76 

20 38 133 84,6 14 13 4,2 1,91 0,36 0,696 0,77 

21 40 134 85,4 15 13 4,3 1,93 0,36 0,703 0,78 

22 30 136 86,3 15 14 4,3 1,95 0,37 0,71 0,78 

23 31 137 87,1 15 14 4,4 1,97 0,37 0,717 0,79 

24 33 138 88 15 14 4,4 1,99 0,37 0,724 0,8 

25 34 140 88,9 15 14 4,4 2,01 0,38 0,731 0,81 

26 33 108 84 15 12 4,1 1,8 0,72 0,35 0,64 

27 35 109 84,8 15 12 4,1 1,82 0,727 0,354 0,646 

28 36 110 85,7 15 12 4,2 1,84 0,734 0,357 0,582 

29 38 111 86,5 15 12 4,2 1,85 0,742 0,361 0,588 

30 40 112 87,4 16 12 4,3 1,87 0,749 0,364 0,593 

31 42 114 88,3 16 13 4,3 1,89 0,757 0,368 0,599 

32 44 115 89,2 16 13 4,4 1,91 0,719 0,401 0,605 

33 46 116 90,1 16 13 4,4 1,93 0,683 0,405 0,611 
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34 49 117 91 16 13 4,4 1,95 0,649 0,409 0,618 

35 39 118 91,9 16 13 4,5 1,97 0,616 0,413 0,624 

36 41 119 92,8 17 13 4,5 1,99 0,586 0,417 0,63 

37 43 120 93,7 17 13 4,6 2,01 0,556 0,421 0,636 

38 45 122 94,7 17 14 4,6 2,03 0,528 0,426 0,643 

39 47 123 95,6 17 14 4,7 2,05 0,502 0,43 0,649 

40 31 124 96,6 17 14 4,7 2,07 0,477 0,421 0,656 

41 25 125 97,5 17 14 4,8 2,09 0,453 0,425 0,662 

42 26 127 98,5 18 14 4,8 2,11 0,43 0,43 0,669 

43 27 128 99,5 18 14 4,9 2,13 0,409 0,434 0,675 

44 29 129 100 18 14 4,9 2,15 0,413 0,438 0,54 

45 30 130 101 18 14 5 2,17 0,438 0,443 0,546 

46 31 132 102 18 15 5 2,2 0,442 0,447 0,551 

47 24 133 104 18 15 5,1 2,22 0,447 0,452 0,557 

48 25 134 105 19 15 5,1 2,24 0,451 0,456 0,562 

49 26 136 106 19 15 5,2 2,26 0,456 0,461 0,568 

50 27 137 107 19 15 5,2 2,29 0,46 0,465 0,574 

51 15 80 54 23 16 3,5 1,88 0,589 0,245 0,61 

52 16 80,8 54,5 23 17 3,5 1,9 0,595 0,247 0,616 

53 17 81,6 55,1 23 17 3,6 1,92 0,601 0,25 0,554 

54 17 82,4 55,6 24 17 3,6 1,94 0,607 0,252 0,56 

55 18 83,2 56,2 24 17 3,6 1,96 0,613 0,255 0,566 

56 19 84,1 56,8 24 17 3,7 1,98 0,619 0,257 0,571 

57 20 84,9 57,3 24 17 3,7 2 0,588 0,281 0,577 

58 21 85,8 57,9 25 18 3,8 2,02 0,559 0,283 0,583 

59 22 86,6 58,5 25 18 3,8 2,04 0,531 0,286 0,589 

60 18 87,5 59,1 25 18 3,8 2,06 0,504 0,289 0,594 

61 19 88,4 59,6 25 18 3,9 2,08 0,479 0,292 0,446 

62 20 89,3 60,2 26 18 3,9 2,1 0,455 0,295 0,45 

63 21 90,1 60,8 26 18 3,9 2,12 0,432 0,298 0,455 

64 22 91 61,5 26 19 4 2,14 0,411 0,301 0,459 

65 14 92 62,1 26 19 4 2,16 0,39 0,295 0,464 

66 11 92,9 62,7 27 19 4,1 2,18 0,371 0,298 0,469 

67 12 93,8 63,3 27 19 4,1 2,2 0,352 0,301 0,398 

68 12 94,7 64 27 19 4,1 2,23 0,335 0,304 0,339 

69 13 95,7 64,6 28 20 4,2 2,25 0,338 0,307 0,288 

70 14 96,6 65,2 28 20 4,2 2,27 0,358 0,31 0,245 

71 14 97,6 65,9 28 20 4,3 2,29 0,362 0,313 0,247 

72 11 98,6 66,5 28 20 4,3 2,32 0,365 0,316 0,25 

73 11 99,6 67,2 29 20 4,4 2,34 0,369 0,319 0,252 

74 12 101 67,9 29 21 4,4 2,36 0,373 0,323 0,255 

75 12 102 68,6 29 21 4,4 2,39 0,376 0,326 0,257 

76 18 55 40 34 5,6 2,1 1,88 0,894 0,64 0,88 

77 19 55,6 40,4 34 5,7 2,1 1,9 0,903 0,646 0,889 

78 20 56,1 40,8 35 5,7 2,1 1,92 0,912 0,653 0,8 

79 21 56,7 41,2 35 5,8 2,2 1,94 0,921 0,659 0,808 

80 22 57,2 41,6 35 5,8 2,2 1,96 0,93 0,666 0,816 

81 23 57,8 42 36 5,9 2,2 1,98 0,94 0,673 0,824 

82 24 58,4 42,5 36 5,9 2,2 2 0,893 0,733 0,832 

83 25 59 42,9 36 6 2,3 2,02 0,848 0,741 0,841 

84 27 59,6 43,3 37 6,1 2,3 2,04 0,806 0,748 0,849 

85 21 60,2 43,7 37 6,1 2,3 2,06 0,765 0,755 0,858 

86 22 60,8 44,2 38 6,2 2,3 2,08 0,727 0,763 0,643 

87 23 61,4 44,6 38 6,2 2,3 2,1 0,691 0,771 0,65 

88 25 62 45,1 38 6,3 2,4 2,12 0,656 0,778 0,656 

89 20 62,6 45,5 39 6,4 2,4 2,14 0,623 0,786 0,663 

90 13 63,2 46 39 6,4 2,4 2,16 0,592 0,77 0,669 

91 10 63,9 46,4 39 6,5 2,4 2,18 0,563 0,778 0,676 

92 11 64,5 46,9 40 6,6 2,5 2,2 0,534 0,786 0,575 

93 11 65,1 47,4 40 6,6 2,5 2,23 0,508 0,794 0,546 
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94 12 65,8 47,8 41 6,7 2,5 2,25 0,513 0,802 0,464 

95 12 66,4 48,3 41 6,8 2,5 2,27 0,544 0,81 0,459 

96 13 67,1 48,8 41 6,8 2,6 2,29 0,549 0,818 0,551 

97 10 67,8 49,3 42 6,9 2,6 2,32 0,554 0,826 0,557 

98 10 68,5 49,8 42 7 2,6 2,34 0,56 0,834 0,835 

99 11 69,1 50,3 43 7 2,6 2,36 0,566 0,843 0,843 

Требуется 

1.Построить уравнение в стандартизованном  и естественном масштабе, рассчитать 

частные коэффициенты эластичности, сравнить 21  и , пояснить различия между 

ними. 

2. Рассчитать линейные коэффициенты частной корреляции и коэффициент 

множественной корреляции, сравнить их с линейными коэффициентами парной 

корреляции, пояснить различия между ними. 

3. Рассчитать общий и частные критерии Фишера. 

4. Сделать выводы. 

 
Задание 4. 3 Определить параметры уравнения парной регрессии, коэффициент 

корреляции, детерминации, среднюю ошибку аппроксимации, критерий Фишера. 

Определить значимость параметров уравнения регрессии. Сделать прогноз в 

предположении роста значений факторного признака на 8 % от своего среднего уровня. 

Рассчитать доверительные границы прогноза. Показать график ожидаемого прогноза и 

доверительных его границ. Значение параметров У – едины для всех студентов, значения 

параметра Хi – соответствуют последней цифре зачетной книжки. 
 Переменные 

У Х1 Х2 Х3 Х4 Х5 Х6 Х7 Х8 Х9 

1 10,1 8 9,6 12 7,6 6 9,2 7,36 12,88 8,55 

2 23,2 5 6 7,5 4,75 3,75 5,75 4,6 8,05 5,34 

3 15,6 8 9,6 12 7,6 6 9,2 7,36 12,88 8,55 

4 18,5 6 7,2 9 5,7 4,5 6,9 5,52 9,66 6,41 

5 22,9 9 10,8 13,5 8,55 6,75 10,35 8,28 14,49 9,62 

6 18,5 9 10,8 13,5 8,55 6,75 10,35 8,28 14,49 9,62 

7 19,7 10 12 15 9,5 7,5 11,5 9,2 16,1 10,69 

8 20,08 12 14,4 18 11,4 9 13,8 11,04 19,32 12,83 

9 22,3 13 15,6 19,5 12,35 9,75 14,95 11,96 20,93 13,89 

10 14,6 14 16,8 21 13,3 10,5 16,1 12,88 22,54 14,96 

11 16,7 8 9,6 12 7,6 6 9,2 7,36 12,88 8,55 

12 12,2 6 7,2 9 5,7 4,5 6,9 5,52 9,66 6,41 

13 15 8 9,6 12 7,6 6 9,2 7,36 12,88 8,55 

14 20,04 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

15 18,6 5 6 7,5 4,75 3,75 5,75 4,6 8,05 5,34 

 Х10 Х11 Х12 Х13 Х14 Х15 Х16 Х17 Х18 Х19 

1 15 3 3,6 4,5 2,85 2,25 3,45 2,76 4,83 3,21 

2 16 4 4,8 6 3,8 3 4,6 3,68 6,44 4,28 

3 18 8 9,6 12 7,6 6 9,2 7,36 12,88 8,55 

4 21 5 6 7,5 4,75 3,75 5,75 4,6 8,05 5,34 

5 14 7 8,4 10,5 6,65 5,25 8,05 6,44 11,27 7,48 

6 13 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

7 10 3 3,6 4,5 2,85 2,25 3,45 2,76 4,83 3,21 

8 19 4 4,8 6 3,8 3 4,6 3,68 6,44 4,28 

9 22 6 7,2 9 5,7 4,5 6,9 5,52 9,66 6,41 

10 21 8 9,6 12 7,6 6 9,2 7,36 12,88 8,55 

11 23 4 4,8 6 3,8 3 4,6 3,68 6,44 4,28 

12 24 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

13 20 6 7,2 9 5,7 4,5 6,9 5,52 9,66 6,41 

14 18 5 6 7,5 4,75 3,75 5,75 4,6 8,05 5,34 

15 15 8 9,6 12 7,6 6 9,2 7,36 12,88 8,55 
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 Х20 Х21 Х22 Х23 Х24 Х25 Х26 Х27 Х28 Х29 

1 22 5 6 7,5 4,75 3,75 5,75 4,6 8,05 5,34 

2 25 6 7,2 9 5,7 4,5 6,9 5,52 9,66 6,41 

3 26 5 6 7,5 4,75 3,75 5,75 4,6 8,05 5,34 

4 24 5 6 7,5 4,75 3,75 5,75 4,6 8,05 5,34 

5 22 7 8,4 10,5 6,65 5,25 8,05 6,44 11,27 7,48 

6 21 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

7 20 3 3,6 4,5 2,85 2,25 3,45 2,76 4,83 3,21 

8 29 8 9,6 12 7,6 6 9,2 7,36 12,88 8,55 

9 25 6 7,2 9 5,7 4,5 6,9 5,52 9,66 6,41 

10 32 9 10,8 13,5 8,55 6,75 10,35 8,28 14,49 9,62 

11 21 4 4,8 6 3,8 3 4,6 3,68 6,44 4,28 

12 24 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

13 20 6 7,2 9 5,7 4,5 6,9 5,52 9,66 6,41 

14 18 5 6 7,5 4,75 3,75 5,75 4,6 8,05 5,34 

15 20 8 9,6 12 7,6 6 9,2 7,36 12,88 8,55 

 Х30 Х31 Х32 Х33 Х34 Х35 Х36 Х37 Х38 Х39 

1 22 5 6 7,5 4,75 3,75 5,75 4,6 8,05 5,34 

2 20 6 7,2 9 5,7 4,5 6,9 5,52 9,66 6,41 

3 26 5 6 7,5 4,75 3,75 5,75 4,6 8,05 5,34 

4 30 15 18 22,5 14,25 11,25 17,25 13,8 24,15 16,03 

5 22 7 8,4 10,5 6,65 5,25 8,05 6,44 11,27 7,48 

6 32 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

7 20 3 3,6 4,5 2,85 2,25 3,45 2,76 4,83 3,21 

8 40 20 24 30 19 15 23 18,4 32,2 21,38 

9 25 6 7,2 9 5,7 4,5 6,9 5,52 9,66 6,41 

10 32 9 10,8 13,5 8,55 6,75 10,35 8,28 14,49 9,62 

11 41 22 26,4 33 20,9 16,5 25,3 20,24 35,42 23,51 

12 24 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

13 20 6 7,2 9 5,7 4,5 6,9 5,52 9,66 6,41 

14 38 19 22,8 28,5 18,05 14,25 21,85 17,48 30,59 20,31 

15 20 8 9,6 12 7,6 6 9,2 7,36 12,88 8,55 

 Х40 Х41 Х42 Х43 Х44 Х45 Х46 Х47 Х48 Х49 

1 22 5 6 7,5 4,75 3,75 5,75 4,6 8,05 5,34 

2 20 6 7,2 9 5,7 4,5 6,9 5,52 9,66 6,41 

3 10 5 6 7,5 4,75 3,75 5,75 4,6 8,05 5,34 

4 12 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

5 22 7 8,4 10,5 6,65 5,25 8,05 6,44 11,27 7,48 

6 13 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

7 20 3 3,6 4,5 2,85 2,25 3,45 2,76 4,83 3,21 

8 8 5 6 7,5 4,75 3,75 5,75 4,6 8,05 5,34 

9 25 6 7,2 9 5,7 4,5 6,9 5,52 9,66 6,41 

10 8 5 6 7,5 4,75 3,75 5,75 4,6 8,05 5,34 

11 9 3 3,6 4,5 2,85 2,25 3,45 2,76 4,83 3,21 

12 24 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

13 20 6 7,2 9 5,7 4,5 6,9 5,52 9,66 6,41 

14 7 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

15 20 8 9,6 12 7,6 6 9,2 7,36 12,88 8,55 

 Х50 Х51 Х52 Х53 Х54 Х55 Х56 Х57 Х58 Х59 

1 22 10 12 15 9,5 7,5 11,5 9,2 16,1 10,69 

2 8 6 7,2 9 5,7 4,5 6,9 5,52 9,66 6,41 

3 10 5 6 7,5 4,75 3,75 5,75 4,6 8,05 5,34 

4 7 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

5 22 11 13,2 16,5 10,45 8,25 12,65 10,12 17,71 11,76 

6 8 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

7 20 12 14,4 18 11,4 9 13,8 11,04 19,32 12,83 

8 8 5 6 7,5 4,75 3,75 5,75 4,6 8,05 5,34 

9 25 13 15,6 19,5 12,35 9,75 14,95 11,96 20,93 13,89 

10 8 5 6 7,5 4,75 3,75 5,75 4,6 8,05 5,34 

11 9 3 3,6 4,5 2,85 2,25 3,45 2,76 4,83 3,21 
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12 14 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

13 20 10 12 15 9,5 7,5 11,5 9,2 16,1 10,69 

14 13 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

15 11 8 9,6 12 7,6 6 9,2 7,36 12,88 8,55 

 Х60 Х61 Х62 Х63 Х64 Х65 Х66 Х67 Х68 Х69 

1 12 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

2 8 6 7,2 9 5,7 4,5 6,9 5,52 9,66 6,41 

3 11 5 6 7,5 4,75 3,75 5,75 4,6 8,05 5,34 

4 7 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

5 13 3 3,6 4,5 2,85 2,25 3,45 2,76 4,83 3,21 

6 8 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

7 14 1 1,2 1,5 0,95 0,75 1,15 0,92 1,61 1,07 

8 8 5 6 7,5 4,75 3,75 5,75 4,6 8,05 5,34 

9 15 13 15,6 19,5 12,35 9,75 14,95 11,96 20,93 13,89 

10 8 5 6 7,5 4,75 3,75 5,75 4,6 8,05 5,34 

11 9 3 3,6 4,5 2,85 2,25 3,45 2,76 4,83 3,21 

12 11 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

13 12 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

14 13 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

15 11 3 3,6 4,5 2,85 2,25 3,45 2,76 4,83 3,21 

 Х70 Х71 Х72 Х73 Х74 Х75 Х76 Х77 Х78 Х79 

1 2 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

2 8 6 7,2 9 5,7 4,5 6,9 5,52 9,66 6,41 

3 3,5 5 6 7,5 4,75 3,75 5,75 4,6 8,05 5,34 

4 7 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

5 2,1 3 3,6 4,5 2,85 2,25 3,45 2,76 4,83 3,21 

6 8 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

7 1,8 1 1,2 1,5 0,95 0,75 1,15 0,92 1,61 1,07 

8 8 5 6 7,5 4,75 3,75 5,75 4,6 8,05 5,34 

9 1,5 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

10 8 5 6 7,5 4,75 3,75 5,75 4,6 8,05 5,34 

11 9 4 4,8 6 3,8 3 4,6 3,68 6,44 4,28 

12 1,6 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

13 1,5 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

14 2,9 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

15 3,2 3 3,6 4,5 2,85 2,25 3,45 2,76 4,83 3,21 

 Х80 Х81 Х82 Х83 Х84 Х85 Х86 Х87 Х88 Х89 

1 12 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

2 8 0,5 0,6 0,75 0,475 0,375 0,575 0,46 0,805 0,53 

3 10 5 6 7,5 4,75 3,75 5,75 4,6 8,05 5,34 

4 9,9 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

5 5,4 3 3,6 4,5 2,85 2,25 3,45 2,76 4,83 3,21 

6 8 0,4 0,48 0,6 0,38 0,3 0,46 0,368 0,644 0,43 

7 12 1 1,2 1,5 0,95 0,75 1,15 0,92 1,61 1,07 

8 15 5 6 7,5 4,75 3,75 5,75 4,6 8,05 5,34 

9 14 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

10 9 0,4 0,48 0,6 0,38 0,3 0,46 0,368 0,644 0,43 

11 8 0,3 0,36 0,45 0,285 0,225 0,345 0,276 0,483 0,32 

12 6,5 0,1 0,12 0,15 0,095 0,075 0,115 0,092 0,161 0,11 

13 9,4 0,9 1,08 1,35 0,855 0,675 1,035 0,828 1,449 0,96 

14 8,8 0,88 1,056 1,32 0,836 0,66 1,012 0,8096 1,4168 0,94 

15 6,9 0,52 0,624 0,78 0,494 0,39 0,598 0,4784 0,8372 0,56 

 Х90 Х91 Х92 Х93 Х94 Х95 Х96 Х97 Х98 Х99 

1 12 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

2 8 0,5 0,6 0,75 0,475 0,375 0,575 0,46 0,805 0,53 

3 15 5 6 7,5 4,75 3,75 5,75 4,6 8,05 5,34 

4 16 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

5 18 3 3,6 4,5 2,85 2,25 3,45 2,76 4,83 3,21 

6 8 0,4 0,48 0,6 0,38 0,3 0,46 0,368 0,644 0,43 

7 12 1 1,2 1,5 0,95 0,75 1,15 0,92 1,61 1,07 
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8 15 5 6 7,5 4,75 3,75 5,75 4,6 8,05 5,34 

9 14 2 2,4 3 1,9 1,5 2,3 1,84 3,22 2,14 

10 9 0,4 0,48 0,6 0,38 0,3 0,46 0,368 0,644 0,43 

11 8 0,3 0,36 0,45 0,285 0,225 0,345 0,276 0,483 0,32 

12 6,5 0,1 0,12 0,15 0,095 0,075 0,115 0,092 0,161 0,11 

13 9,4 0,9 1,08 1,35 0,855 0,675 1,035 0,828 1,449 0,96 

14 8,8 0,88 1,056 1,32 0,836 0,66 1,012 0,8096 1,4168 0,94 

15 6,9 0,52 0,624 0,78 0,494 0,39 0,598 0,4784 0,8372 0,56 
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