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ВВЕДЕНИЕ 

 Кинематикой называется раздел теоретической механики, в котором 

изучается движение материальных точек и твердых тел с геометрической 

точки зрения, без учета их масс и действующих сил.  

 Под движением в теоретической механике понимается изменение  с те-

чением времени положения данного тела по отношению к другим телам. 

Время в теоретической механике рассматривают как универсальную, непре-

рывно изменяющуюся скалярную величину, играющую роль независимой 

переменной (аргумента). 

 В кинематике различают кинематику точки и кинематику твердого те-

ла. Изучение кинематики начинается с изучения кинематики точки. При этом 

решаются две основные задачи: 1) установление математических способов 

задания (описания) движения точки по отношению к данной системе отсчета; 

2) определение по заданному закону движения точки всех кинематических 

характеристик  этого движения (траекторий, скоростей, ускорений и т.д.). 

 Движение точки считается заданным, если указан способ, позволяю-

щий определить в положение точки в каждый момент времени относительно  

выбранной системы отсчета. В дальнейшем мы рассмотрим три наиболее 

распространенных способа задания движения точки: 1) векторный, 2) коор-

динатный, 3) естественный. 

 

ЛЕКЦИЯ 1. ТРИ СПОСОБА ЗАДАНИЯ ДВИЖЕНИЯ ТОЧКИ 

1.1 Векторный способ задания движения точки 

 При векторном способе положение движущейся точки М задается ее 

радиусом-вектором r  (рисунок 1.1). Должно быть известно векторное урав-

нение вида  

)(trr  .                                                    (1.1) 

 Уравнение (1.1), например, может выглядеть 

ktjtitr  )cos()sin(  . 
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Рисунок 1.1 Радиус-вектор движущейся точки М 

 

 Траектория точки – это геометрическое место концов радиуса-вектора 

r , следящего за движущейся точкой М. 

 Определим вектор скорости точки в данный момент времени, пользу-

ясь кинематической схемой на рисунке 1.2.  

 

Рисунок 1.2 Определение скорости точки М в данный момент времени 

 

 Пусть в момент времени t  точка находится в положении М на траекто-

рии АВ, ее радиус- вектор  r : rMt  . Через промежуток времени t  точ-

ка находится в положении М1, ее радиус вектор 1r  : 11 rMtt  . Измене-
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ние r   радиус-вектора  r  направлено по хорде ММ1. Средняя скорость точ-

ки СР  за рассматриваемый   промежуток времени t  равна  

t

r

t

ММ
СР







 1 . 

 Направлен вектор СР  так же, как вектор r , т.е. по вдоль хорды ММ1.  

 Предел, к которому стремится вектор средней скорости при стремле-

нии промежутка времени t  к нулю, называется вектором скорости точки в 

данный момент времени и обозначается  : 

t

r
tCРt




  00 lim)(lim  ;   r

dt

rd   .                              (1.2) 

 Вектор скорости точки в данный момент равен первой производной по 

времени от радиус-вектора этой точки по времени и направлен по касатель-

ной к траектории точки в сторону ее движения. В системе единиц СИ ско-

рость измеряется в м/с. Нередко в технике скорость точки измеряют в км/час. 

1 м/с соответствует 3,6 км/час. 

 Введем понятие годографа вектора скорости. Годограф вектора скоро-

сти точки представляет собой геометрическое место концов векторов скоро-

сти движущейся точки, отложенных от одной и той же произвольной точки 

пространства.  

 

 

 

а б 

Рисунок 1.3 Построение годографа скорости точки 
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На рисунке 1.3, а показана точка движущаяся точка М, занимающая на 

траектории положения М1, М2, М3 и т.д. Вектора скорости точки в различные 

моменты времени 1 , 2 , 3  и т. д. Перенесем вектора скоростей в одну про-

извольную точку О1 (рисунок 1.3, б),  через  их концы В1, В2, В3 и т.д. прове-

дем плавную линию – годограф вектора скорости. 

Во многих случаях вектор скорости точки меняется как по величине, 

так и по направлению. Об изменении вектора скорости судят по ускорению 

точки. 

Пусть в момент времени t  точка занимает на траектории положение М, 

имеет в данный момент скорость  . Через промежуток времени t  положе-

ние точки на траектории М1, ее скорость 1 . 

 rMt ;   11  Mtt .  

Вектор изменения скорости   показан на рисунке 1 .4 как сторона па-

раллелограмма скоростей. 

 

Рисунок 1.4 Определение ускорения точки М в данный момент времени 

 

 Среднее за промежуток времени t  ускорение точки равно 

t
aСР







. 
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Предел, к которому стремится вектор среднего ускорения при стремле-

нии промежутка времени t  к нулю, называется вектором ускорения точки в 

данный момент времени, обозначается a  и определяется: 

r
dt

d

t
aa tСРt

 



  


00 lim)(lim .                          (1.3) 

Вектор ускорения точки в данный момент времени равен первой про-

изводной по времени от вектора скорости точки или второй производной от 

радиус-вектора. Вектор a  всегда лежит в соприкасающейся плоскости и 

направлен в сторону вогнутости криволинейной траектории. Вектор ускоре-

ния направлен по касательной к годографу скорости в соответствующей по 

времени точке. 

 В системе единиц СИ ускорение измеряется в м/с
2
. 

 

 1.2 Координатный способ задания движения точки 

 Положение точки в пространстве (рисунок 1.1) можно определить по 

трем ее декартовым, пользуясь зависимостями вида: 

)(txx  ;   )(tyy  ;   )(tzz  .                                     (1.4) 

 Например, эти уравнения могут иметь вид: 

)sin( tx  ;   )cos( ty  ;   tz  . 

 Уравнения (1.4) называются  законом движения точки в координатной 

форме.  

 В случае движения точки в плоскости xOy  ее положение определяется 

двумя уравнениями: 

)(txx  ;   )(tyy  .                                            (1.5) 

 Если исключить из параметрических уравнений (1.4) или (1.5) время t , 

то получим уравнения траектории точки в координатной форме. 

 Определим скорость точки. Представим радиус-вектор r  движущейся 

точки М, как  kzjyixr   и продифференцируем по времени: 

k
dt

dz
j

dt

dy
i

dt

dx

dt

rd
 ; 
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kji zyx   .                                         (1.6) 

 Отсюда проекции вектора скорости   на оси координат равны: 

x
dt

dx
x

 ;   y
dt

dy
y

 ;   z
dt

dz
z

 .                              (1.7) 

 По трем составляющим определяется полная скорость точки, как диа-

гональ прямоугольного параллелепипеда на рисунке 1.5: 

222

zyx   . 

 

Рисунок 1.5  Определение величины и направления вектора скорости точки 

 

Направление вектора   определяется по направляющим косинусам: 

222 zyx

x
сos x











 ;    

222
cos

zyx

yy










 ;    

222
cos

zyx

zz











 . 

 Ускорение точки определяется аналогично скорости: 

k
dt

zd
j

dt

yd
i

dt

xd

dt

d
a 

2

2

2

2

2

2
;   kajaiaa zyx  ; 

x
dt

xd
ax


2

2

;   y
dt

yd
a y


2

2

;   z
dt

zd
az


2

2

;                   (1.8) 

222

zyx aaaa  ; 

222
1cos

zyx

x

a

ax






 ;  

222
1cos

zyx

y

a

a y






 ;  

222
1cos

zyx

z

a

az






 . 
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1.3 Естественный способ задания движения точки 

Этот способ применяется в тех случаях, когда заранее известна траек-

тория точки. Чтобы задать движение точки естественным способом, необхо-

димо знать (рисунок 1.6): 1) траекторию точки; 2) начальное положение точ-

ки на траектории; 3) закон движения точки по траектории в виде зависимости 

)(tss  , где s  - дуговая координата точки в м;  t  - время в с. Например, по-

добная зависимость может иметь вид 2ts   . 

 

Рисунок 1.6 Естественный способ задания движения точки 

 Определим скорость точки  . Известно, что средняя за промежуток 

времени t  скорость равна 

t

s

s

r

t

r
СР














 , 

где  s  - длина дуги ММ1 на рисунке 1.8. Вектор скорости точки в данный 

момент времени равен 

o

ttott
dt

ds

ds

rd

dt

ds

t

s

s

r

t

s

s

r

t

r
 
























  )(lim)(lim)(lim)(lim 000 ; 

    о  ;   
dt

ds
  .                                        (1.9) 

 Проекция вектора скорости точки на направление касательной к задан-

ной траектории равна первой производной от криволинейной координаты s  

точки по времени. 

 При естественном способе задания движения точки ее ускорение опре-

деляют не по проекциям на неподвижные оси координат Oxyz , а по проекци-

ям ускорения на подвижные оси nbM  – оси естественного трехгранника на 

рисунке 1.7. 
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Рисунок 1.7 Естественный трехгранник 

 

 Естественные оси координат это: М  – касательная, направленная в 

сторону положительного отсчета координаты s; М n  – нормаль, лежащая в 

соприкасающейся плоскости и направленная в сторону вогнутости траекто-

рии; Мb  – бинормаль, перпендикулярная двум первым осям и направленная 

так, чтобы она образовывала с ними правую систему осей. 

 Выше было показано, что вектор скорости точки   направлен по каса-

тельной к траектории точки, как показано на рисунке 1.4. 

 Определим радиус кривизны траектории точки М, пользуясь рисунком 

1.8.  В точке М траектории проведем касательную М  и укажем единичный 

орт о . Укажем на чертеже близкую точку М1, проведем касательную М 1  с 

единичным ортом о

1 . Угол   между единичными ортами о  и о

1  является 

углом смежности. Кривизной  кривой k  в точке М  называется предел вида 

dsdsk s /)/(lim 0    . 

  Радиусом кривизны кривой   в точке М называется величина, обрат-

ная кривизне в этой точке, и равная 

 ddsk //1  . 
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Рисунок 1.8 К определению радиуса кривизны траектории точки М 

  

 Вычислим радиус кривизны для точки М, движущейся по окружности 

радиуса R. По схеме на  рисунок 1.9 определяем: 

 RMMs 1  ;   
RRs

k
1















;   R

k


1
 . 

 

Рисунок 1.9 Движение точки М по окружности радиуса R  

 

Произведем дифференцирование единичного вектора о . По схеме на 

рисунке 1.10 с учетом  11  oo   получим  

2
sin12





 о . 
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Для малых углов 

22
sin

 



;    1о . 

 

Рисунок 1.10 Дифференцирование единичного вектора о  

 

 Найдем модуль производной  

dt

d

dt

d o 
 . 

 Определим направление производной 
dt

d o
. Для этого продифференци-

руем выражение   1
2

 ооо   и получим: 

0
dt

d o
o 

 . 

 Так как скалярное произведение вектора o  на вектор  
dt

d o
 равно нулю, 

то вектор 
dt

d o
 перпендикулярен вектору o . Кроме того, вектор 

dt

d o
 лежит 

в соприкасающейся плоскости, направление этого вектора совпадает с поло-

жительным направлением  главной нормали траектории, т.е. совпадает с 

направлением главного орта on . Таким образом: 

oooo
oo

nn
dt

ds

ds

d
n

dt

d
n

dt

d

dt

d





. 

 Определим ускорение точки а : 

dt

d

dt

d

dt

d
a

o
oo 




 


  )( .                              (1.10) 
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 Вектор ускорения a  раскладывается на две составляющие, направлен-

ные по естественным осям координат (рисунок 1.11). Первый из двух состав-

ляющих векторов направлен по касательной; сомножитель 
 a

dt

d
  является 

проекцией вектора полного ускорения a  на касательную. Этот вектор приня-

то называть касательным ускорением точки. Касательное ускорение характе-

ризует изменение вектора скорости по величине. 

 Определим вторую составляющую ускорения a .  

n

oo
o

ann
dt

d












 



2

                                     (1.11) 

 Эта составляющая, направленная по нормали к центру кривизны траек-

тории, называется нормальным ускорением точки. Нормальное ускорение 

характеризует изменение вектора скорости по направлению. 

 Таким образом 

o

n

o

n naaaaa  


.                                    (1.12) 

 

Рисунок 1.11 Скорость и ускорение точки при естественном способе 

задания ее движения 

 

При движении точки по прямой линии 0na , aa  . Скорость и уско-

рение точки в этом случае направлены по прямой линии (рисунок 1.12). 

 

Рисунок 1.12 Движение точки М по прямой АВ 
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Примеры решения задач 

Задача 1.1 Уравнения движения пальца кривошипа дизеля в  период 

пуска имеют вид 24cos75,0 tx  , 24sin75,0 ty   ( x , y – в метрах, t  – в секундах). 

Найти траекторию, скорость, касательное и нормальное ускорения пальца. 

 

Рисунок 1.1.1  Исследование движения пальца кривошипа 

 

Решение. 1. Движение точки М задано координатным способом. Ис-

ключив из кинематических уравнений движения пальца аргумент t , опреде-

лим траекторию точки: 

 222222222 75,0)4(sin75,0)4(cos75,0  ttyx . 

 Палец М движется по окружности радиуса R = 0,75 м с центром в нача-

ле осей координат. 

 2. Скорость точки определяем по проекциям на оси координат: 

)4sin(6 2ttxx   ;   )4cos(6 2ttyy   ; 

tttttyx 6))4cos(6())4sin(6( 222222   м/с. 
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 3. Определим полное  ускорение точки: 

 ))4cos(8)4(sin(6 22 tttta xx  ;   ))4sin(8)4(cos(6 22 tttta yy  ; 

222222222222 )8(16))4sin(8)4(cos(36))4cos(8)4(sin(36 tttttttaaa yx  . 

 4. Нормальное и касательное ускорения точки М равны: 

2
22

48
75,0

)6(
t

t

R
an 


;   6

dt

d
a


 . 

 5. Определим полное ускорение по нормальной и касательной состав-

ляющим: 

aaa n  ;  2222222 )8(166)48()()( ttaaa n   . 

 Значение полного ускорения совпадает с ранее найденным в п.3 значе-

нием.  

 

 Задача 1.2 На проволочной окружности радиуса R = 10 см надето ко-

лечко М; через него проходит стержень ОА, который равномерно вращается 

вокруг точки О,  лежащей на той же  окружности; угловая скорость стержня 

такова, что он поворачивается на прямой угол в 5 секунд. Определить ско-

рость   и ускорение а  колечка М. 

 

Рисунок 1.2.1   Скорость и ускорение  колечка М 
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 Решение. В данной задаче имеется три твердых тела: 1) неподвижная 

проволочная окружность радиуса R; 2) стержень ОА, равномерно вращаю-

щийся вокруг неподвижной оси О; 3) колечко М, принимаемое за материаль-

ную точку, движущееся по окружности радиуса R. 

 При равномерном вращении угол   поворота стержня ОА равен 

t  . Угловую скорость   стержня можно определить из условия, что 

стержень поворачивается на прямой угол в 5 секунд, т.е. 

52/   , откуда 10/   рад/с,  t
10


  рад. 

 В равнобедренном треугольнике ОМС  угол при вершине С равен 2 , 

следовательно дуговая координата s  точки  М равна 

ttRs  


 02,01,0
10

22 . 

 Для точки М известны: 1) траектория – окружность радиуса R ; 2) 

начальное положение О точки М на траектории; 3) закон движения точки по 

траектории в виде зависимости ttss  02,0)( . Таким образом, движение 

точки М задано в задаче в естественной форме. 

 Определим скорость точки 

 02,0
dt

ds
 м/с;   const . 

Вектор скорости направлен по касательной к траектории точки. 

Определим ускорение a  точки, имеющее в общем случае две состав-

ляющие – нормальную na  и касательную a .  

aaa n  . 

Нормальное ускорение na  направлено к центру кривизны траектории и 

по модулю равно  

2222 0004,01,0/)02,0(//   Ran  м/с
2
. 

Касательное ускорение точки 0
dt

d
a


 , т.к. в данной задаче const . 

Таким образом, ускорение точки М равно 2004,0  naa  м/с
2
. 
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ЛЕКЦИЯ 2. ПРОСТЕЙШИЕ ДВИЖЕНИЯ ТВЕРДОГО ТЕЛА 

2.1 Поступательное движение твердого тела 

 Поступательным называется такое движение твердого тела, при кото-

ром любая прямая, связанная с этим телом, перемещается параллельно свое-

му первоначальному положению. Приведем примеры. 

 1. Кузов автомобиля движется поступательно на горизонтальном 

участке дороги. Траектория любой точки кузова – горизонтальная прямая 

линия. 

 2. Поршень двигателя также движется поступательно (при неподвиж-

ном автомобиле).  

3. Шатун АВ параллелограммного механизма на рисунке 2.1. Траекто-

рии его точек А и В – это окружности, радиус которых равен длинам криво-

шипов ОА и О1В. 

 4. Кабинки колеса обозрения на рисунке 2.2. Любая точка твердого тела 

движется по окружности. 

 

 

 

 

 

Рисунок 2.1 Параллелограммный 

механизм 

 

Рисунок 2.2 Аттракцион – колесо 

 обозрения 

 

 

 Свойства поступательного движения твердого тела можно проследить 

по рисунку 2.3. 
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Рисунок 2.3 Поступательно движущееся твердое тело 

 в различных положениях 

 1. Траектории двух любых точек (например, А и В) твердого тела в об-

щем случае являются эквидистантными линиями, их можно совместить па-

раллельным переносом на вектор ВА . 

 2. Все точки твердого тела движутся по одинаковым траекториям по 

одним и тем же законам, SA=SB=SM=…  

 3. Следовательно, в любой момент времени скорости и ускорения всех 

точек твердого тела равны между собой (рисунок 2.4). 

 

Рисунок 2.4 Скорости и ускорения точек  

поступательно движущегося твердого тела 
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 Таким образом,  поступательное движение твердого тела можно изу-

чить по движению какой-либо одной его точки, воспользовавшись материа-

лом предыдущей лекции. 

 

2.2 Вращение твердого тела вокруг неподвижной оси 

Если твердое тело движется так, что две его точки  остаются непо-

движными, то такое движение твердого тела называется вращательным дви-

жением вокруг неподвижной оси. Этот вид движения в технике встречается 

чрезвычайно часто: маховик двигателя внутреннего сгорания, ротор электро-

двигателя, патрон шпинделя токарного станка, сверло и т.д. 

Ротор, показанный на рисунке 2.5, имеет одну степень свободы. Нало-

женные на твердое тело связи позволяют ему совершать только одно движе-

ние – вращаться вокруг оси Оz.  

 

Рисунок 2.5 Вращательным движением тела вокруг неподвижной оси 

 

Положение ротора может быть задано в форме уравнения вида 

)(t  .                                                   (2.1) 

Уравнение (2.1) является законом вращения твердого тела вокруг непо-

движной оси. 
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Угол поворота   в системе единиц СИ измеряется в радианах. Иногда в 

практических расчетах угол выражают  числом оборотов N  тела. Значения 

N  и   связаны зависимостью 

N  2 . 

Для определения быстроты вращения ротора пользуются понятием уг-

ловой скорости.  Пусть в момент времени t  положение ротора определяется 

углом  . В момент ttt 1  углом поворота  1 , где   – приращение 

угла поворота за промежуток времени t . 

Средняя угловая скорость за этот промежуток времени равна 

t
CP







 . 

Для определения угловой скорости ротора в данный момент времени 

определим предел средней угловой скорости 

.lim 0 


 



 

dt

d

t
t                                      (2.2) 

Угловая скорость тела в данный момент времени равна первой произ-

водной угла поворота по времени. В системе единиц СИ угловая скорость 

измеряется в радианах в секунду: 

11  с
сс

рад
. 

Во многих случаях угловая скорость ротора меняется. Быстроту изме-

нения угловой скорости характеризуют угловым ускорением   в данный мо-

мент времени: 

t
СР







 ;      


  




 

dt

d

t
t 0lim . 

Угловое ускорение тела в данный момент времени равно первой произ-

водной по времени от угловой скорости или второй производной от угла по-

ворота. В системе единиц СИ угловое ускорение измеряется в радианах в се-

кунду в квадрате: 

2

22

1  с
сс

рад
. 
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Угловую скорость  и угловое ускорение  изображают на чертежах кру-

говыми стрелками, направляя    по вращению твердого тела, а   в сторону 

изменения  . При этом могут получиться следующие сочетания, показанные 

на рисунке 2.6. На рисунке 2.6, а направления   и   совпадают, ротор вра-

щается ускоренно. Ротор на рисунке 2.6, б вращается замедленно. Ротор на 

рисунке 2.6, в вращается с постоянной угловой скоростью, т.е. равномерно. В 

этом случае угол поворота ротора равен 

t  0 . 

  

 

 

а б в 

Рисунок 2.6 Различные случаи вращения твердого тела 

 

 

 

 

 

а б 

Рисунок 2.7 Определение скорости и ускорения  

произвольной точки М твердого тела 
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Определим скорость произвольной точки М ротора на рисунке 2.7. 

В соответствии с (1.9) скорость точки М равна dtdS / . По схеме на 

рисунке 2.7, б  дуга dS  равна rdMMdS  1 . Тогда: 

rr
dt

d
 


 .                                            (2.3) 

Воспользуется формулами (1.10-1.12) для определения ускорения этой 

точки: 

naaa   ;   rr
dt

d
r

dt

d

dt

d
a  





 )( ;   r

r

r
an 


 2

22 )(







; 

22

aaa n  ;   
2







a

a
tg .                                 (2.4) 

Формулы (2.3, 2.4) для определения скорости и ускорения точки М яв-

ляются скалярными. Выведем также векторные формулы для определения 

этих кинематических характеристик. 

 

Рисунок 2.8 Определение векторов скорости и ускорения точки М 
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Покажем на рисунках 2.7, 2.8 угловую скорость и угловое ускорение, 

как вектора   и  , направленные параллельно оси вращения Oz : 

k  ;     k  . 

Вектора   и   показываем таким образом,  чтобы наблюдатель, смот-

рящий с их положительных концов, видел соответственно круговые стрелки 

  и  , направленными против хода часовой стрелки, как на рисунках 2.7 и 

2.8). 

Рассмотрим векторное произведение R . Модуль векторного произ-

ведения равен: 

  rRR sin . 

Вектор произведения R   направлен перпендикулярно плоскости 

ОМС , т.е. касательно траектории точки М,  следовательно, он является век-

тором скорости точки 

R  – формула Эйлера.                           (2.5) 

Вектор скорости любой точки тела, вращающегося вокруг неподвиж-

ной оси, равен векторному произведению вектора угловой скорости тела на 

радиус-вектор этой точки, проведенный из произвольно выбранной точки, 

взятой на оси вращения тела. 

Определим вектор ускорения точки М.  




 R
dt

Rd
R

dt

d

dt

d
a ;     Ra .             (2.6) 

В соответствии с правилом векторного произведения первый слагае-

мый член R  в зависимости (2.6) направлен касательно траектории точки 

М, его модуль равен 

rRR   sin . 

Следовательно, первый слагаемый в (2.6) является касательной состав-

ляющей ускорения  

Ra   .                                            (2.7) 
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В соответствии с правилом векторного произведения второй слагаемый 

член    направлен к оси вращения Oz , его модуль равен 

n

o ar  290sin   

Следовательно, второй слагаемый член в (2.6)  является нормальным 

ускорением точки М ротора 

 na .                                            (2.8) 

Примеры решения задач 

Задача 2.1 Вал  радиуса R = 10 см приводится во вращение гирей, при-

вешенной к нему на нити (рисунок 2.1.1, а). Движение гири выражается 

уравнением 2100tx  , где x  –  расстояние гири от места схода нити с поверх-

ности вала, выраженное в сантиметрах, t  – время в секундах. Определить уг-

ловую скорость   и угловое ускорение   вала, а также полное ускорение 

точки М на поверхности вала в момент t . 

 

а б 

Рисунок 2.1.1 Движение гири и вала 

 

Решение.  Механическая система содержит два твердых тела – гирю 1, 

движущуюся поступательно, и вал 2, вращающийся вокруг неподвижной оси.  
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Определим скорость и ускорение гирьки в любой момент времени: 

tx 21    м/с;    211 a  м/с
2
. 

 Покажем вектора 1  и 1a  на чертеже рисунок 2.1.1, б. 

 Определим угловую скорость и угловое ускорение вала: 

t
t

R
20

1,0

21 


  рад/с;   20   рад/с
2
. 

 Покажем   и   на рисунке 2.1.1, б круговыми стрелками. 

 Скорость произвольной точки М на поверхности вала равна 

ttR 21,020   м/с. 

 Ускорение точки складывается из двух составляющих 

aaa n  . 

 Определяем и показываем на чертеже нормальное и касательное уско-

рения точки М: 

222 401,0)20( ttRan   м/с
2
;   21,020  Ra   м/с

2
. 

 Полное ускорение точки М в любой момент времени равно 

22222 2)40(  taaa n   м/с
2
. 

 

Задача 2.2 Станок со шкивом 2 приводится в движение из состояния 

покоя бесконечным ремнем от шкива 1 электродвигателя (рисунок 2.2.1). Ра-

диусы шкивов r1 = 75 см и r2  = 30 см; после пуска в ход электродвигателя его 

угловое ускорение равно  ε1 = 0,4π рад/с
2
. Пренебрегая скольжением ремня по 

шкивам, определить через какое время   угловая скорость станка будет рав-

на ω2 = 10π рад/с. 

Решение. Вычислим передаточное отношение ременной передачи. При 

отсутствии проскальзывания ремня оно равно 

4,0
75,0

3,0

1

2

2

1
12 

r

r
i




. 

Определим угловое ускорение вала станка 

  4,0/4,0/ 1212 i  рад/с
2
. 
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Рисунок 2.2.1 Привод металлорежущего станка 

 

Угловое ускорение равно первой производной по времени от угловой 

скорости: 

dt

d 2
2


  ;   dtd  22  ;     




0

2

10

0

2 dtd ;     10 ;   10  с. 

 

ЛЕКЦИЯ 3. СЛОЖНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТОЧКИ 

3.1 Относительное, переносное и абсолютное движение 

 Сложным (или составным) называется такое движение точки, когда она 

участвует одновременно в двух или нескольких простых движениях. Так 

точка М на рисунке 3.1 перемещается по траектории АВ по подвижному те-

лу. Положение точки М в подвижной системе осей координат xyz  определя-

ется радиус-вектором R .  Положение начала О  подвижной системы отсчета 

относительно неподвижных осей координат определяется радиус-вектором 

Or . Положение точки М относительно неподвижной системы отсчета 111 zyx  

определяется радиус-вектором r . 
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Рисунок 3.1 Сложное (составное) движение точки М 

 

 Движение, совершаемое точкой по отношению к подвижной системе 

осей координат xyz , называется относительным движением. Для обозначения 

относительного движения применяется индекс « r ». 

 Движение подвижной системы осей координат xyz , т.е. всех точек 

твердого тела по отношению к неподвижной системе 111 zyx  называется пере-

носным движением. Для обозначения переносного движения применяется 

индекс «e ». 

 Движение точки М относительно неподвижной системы осей коорди-

нат 111 zyx   называется абсолютным. Для обозначения абсолютного движе-

ния применяется индекс «a ». 

 Рассмотрим несколько примеров сложного движения точки, приведен-

ных на рисунке 3.2.  

 В примере на рисунке 3.2, а движение человека внутри автобуса явля-

ется переносным, движение автобуса по дороге является переносным, а дви-

жение человека относительно земли является абсолютным. 
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а 

 

 

 

 

б 

 

 

 

в 

 

 

 

г 

Рисунок 3.2 Примеры сложного движения точки 
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  Возвратно-поступательное движение точки М зуборезного инструмен-

та – долбяка вместе с бабкой зубодолбежного станка является переносным, 

вращение точки вместе с инструментом – относительным, результирующее 

движение относительно неподвижного корпуса станка – абсолютным. 

 Движение лопасти М барабана вместе с комбайном и жаткой в примере 

на рисунке 3.2, в является переносным, вращение вместе с мотовилом  отно-

сительным, движение лопасти, наблюдаемое с земли, считается абсолютным. 

 На рисунке 3.2, г гранула М совершает относительное движение по ло-

пасти диска разбрасывателя минеральных удобрений, а также переносное 

вращение вместе с диском. Результирующим (абсолютным) является движе-

ние точки М относительно земли. 

 Дадим определения абсолютной, относительной и переносной скоро-

стей  и ускорений точки. 

 Абсолютной скоростью (ускорением) точки называется скорость (уско-

рение) точки по отношению к неподвижной системе отсчета 111 zyx . 

 Относительной скоростью (ускорением) точки М называется скорость 

(ускорение) этой точки по отношению к подвижной системе координат xyz . 

 Переносной скоростью (ускорением) называется скорость (ускорение) 

той точки подвижной системы относительно неподвижной, с которой в дан-

ный момент совпадает движущаяся точка М. 

 

3.2 Теорема сложения скоростей при сложном движении точки 

 Вектор абсолютной скорости точки в данный момент времени равен 

геометрической сумме векторов переносной и относительной скоростей в тот 

же момент времени: 

rea   .                                                  (3.1) 

 Доказательство. Воспользуемся кинематической схемой на рисунке 3.3. 

В соответствии с чертежом радиус-вектор движущейся точки М равен 

kzjyixrRrr OO  .                                     (3.2) 
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Рисунок 3.3 Кинематическая схема сложного движения точки при враща-

тельном переносном движении 

 

 

 Мысленно останавливаем переносное движение, считаем в (3.2)  

kjirO ,,,  постоянными.  Дифференцируя (3.2), определяем относитель-

ную скорость r : 

k
dt

dz
j

dt

dy
i

dt

dx

dt

rd
r   .                                        (3.3) 

 Мысленно останавливаем относительное движение точки М и опреде-

ляем скорость той точки подвижной системы отсчета, с которой в данный 

момент совпадает с точкой М. При дифференцировании (3.2) считаем коор-

динаты zyx ,,  точки постоянными, орты kji ,,  переменными, так как в 

общем случае они меняют свое направление. Переносная скорость e  равна: 

dt

kd
z

dt

jd
y

dt

id
x

dt

rd O
e  .                                           (3.4) 

 Для определения абсолютной скорости точки М дифференцируем (3.2), 

считая kjirO ,,, , zyx ,,  переменными величинами:  

re
O

a k
dt

dz
j

dt

dy
i

dt

dx

dt

kd
z

dt

jd
y

dt

id
x

dt

rd
  )()( .          (3.5) 
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 Таким образом, теорема доказана.  Теорема (3.5) справедлива как в 

случае поступательно, так и в случае вращательного переносного движения. 

   

3.3 Теорема сложения ускорений при поступательном  

переносном движении 

 Если переносное движение является поступательным, то абсолютное 

ускорение точки равно геометрической сумме переносного и относительного 

ускорений этой точки: 

rea aaa  .                                               (3.6) 

 Доказательство. Определим переносное ускорение точки М. При по-

ступательном переносном движении ускорения всех точек подвижного твер-

дого тела на рисунке 3.1 равны. В качестве переносного ускорения можно 

определить ускорение любой точки твердого тела, например, точки О: 

OOe raa  .                                               (3.7) 

 Для определения относительного ускорения дифференцируем относи-

тельную скорость, считая в выражении (3.3) единичные орты kji ,,  посто-

янными: 

k
dt

zd
j

dt

yd
i

dt

xd

dt

d
a r

r 
2

2

2

2

2

2
.                                  (3.8) 

 Определяем абсолютное ускорение точки. Дифференцируем выраже-

ние абсолютной скорости (3.5), считая единичные орты kji ,,  постоянны-

ми: 

r

eOa
a aak

dt

zd
j

dt

yd

dt

xd

dt

rd

dt

d
a  )i(

2

2

2

2

2

2

2

2


                  (3.9) 

 Теорема доказана. 

 

3.4 Производная единичного вектора 

 Вспомним формулу Эйлера (2.5) для определения скорости произволь-

ной точки вращающегося твердого тела (скорости конца вектора R ) 

R . 
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 Найдем производные по времени от единичных векторов kji ,,  по-

движных осей координат, как скорости концов этих векторов. По аналогии с 

(2.5) будем иметь: 

k
dt

kd
j

dt

jd
i

dt

id
eee   ;; .                             (3.10) 

 

3.5 Теорема сложения ускорений при вращательном  

переносном движении 

 Для определения переносного ускорения ea   дифференцируем выраже-

ние переносной скорости (3.4), считая в последнем выражении  Or , координа-

ты zyx ,,  точки постоянными, орты kji ,,  переменными: 

2

2

2

2

2

2

2

2

dt

kd
z

dt

jd
y

dt

id
x

dt

rd

dt

d
a Oe

e 


                        (3.11) 

 Определяем относительное ускорение ra . При дифференцировании вы-

ражения (3.3) относительной скорости единичные вектора  kji ,,  считаем 

постоянными. Будем иметь: 

k
dt

zd
j

dt

yd
i

dt

xd

dt

d
a r

r 
2

2

2

2

2

2
.                                (3.12) 

 Дифференцируем по времени выражение (3.5) абсолютной скорости 

точки М: 

)(2

)(2)(

)(

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

2

dt

kd

dt

dz

dt

jd

dt

dy

dt

id

dt

dx
aa

dt

kd

dt

dz

dt

jd

dt

dy

dt

id

dt

dx
k

dt

zd
j

dt

yd
i

dt

xd

dt

kd
z

dt

jd
y

dt

id
x

dt

rd

dt

d
a

re

Oa
a








            (3.13) 

 Обозначим последний из слагаемых в (3.13), имеющий размерность 

ускорения, как ka , и преобразуем с учетом (3.10): 

)()(2 kzjyixk
dt

dz
j

dt

dy
i

dt

dx
a eeeek   . 
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 Здесь вектор kzjyix    в соответствии с (3.3) является вектором 

относительной скорости r . Таким образом, 

reka   2 .                                                  (3.14) 

 Ускорение ka  называется ускорением Кориолиса. Ускорение Кориоли-

са равно по модулю и направлению удвоенному векторному произведению 

угловой скорости переносного движения на относительную скорость точки. 

 Перепишем равенство (3.13) в виде 

krea aaaa  .                                             (3.15) 

 Сформулируем доказанную теорему Кориолиса. В случае, когда пере-

носное движение точки является вращательным, абсолютное ускорение точ-

ки равно геометрической сумме переносного, относительного ускорений и 

ускорения Кориолиса.  

 Для определения направления ускорения Кориолиса в соответствии с  

(3.14) воспользуемся правилом векторного произведения. Вектор  ka  направ-

лен перпендикулярно плоскости, в которой расположены вектора   и r , та-

ким образом, чтобы наблюдатель, смотря с положительного конца вектора 

ka , видел кратчайший поворот первого сомножителя   до совмещения со 

вторым сомножителем r , направленным против хода часовой стрелки (ри-

сунок 3.4). 

  

Рисунок 3.4 Определение направления ускорения Кориолиса 

  

 Модуль ускорения  ka  равен 

 sin2  rka . 
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 Рассмотрим частный случай плоского движения точки М, показанный 

на рисунке 3.5. Точка совершает относительное движение в плоскости, пер-

пендикулярной оси вращения z . 

 

 

 

Рисунок 3.5 Случай плоского сложного движения точки 

 

 При о90  все три вектора kre a,,   взаимно перпендикулярны. В 

рассматриваемом частном случае для определения направления вектора ka  

достаточно вектор r  повернуть в сторону переносного вращательного дви-

жения на угол 90°. 

 Модуль ускорения Кориолиса при о90  равен  

rka   2 . 

 

Примеры решения задач 

 Задача 3.1  Шары центробежного регулятора Уатта, вращающегося 

вокруг вертикальной оси с угловой скоростью 10  рад/с, благодаря изме-

нению нагрузки машины отходят от этой оси, имея для своих стержней в 

данном положении угловую скорость 2,11   рад/с. Найти абсолютную ско-

рость шаров регулятора в рассматриваемый момент, если длина стержней 

5,0L  м, расстояние между осями их подвеса 1,02 e  м, углы, образованные 

стержнями с осью регулятора, o3021   . 



 37 

 

Рисунок 3.1.1 Кинематическая схема центробежного регулятора Уатта 

 

 Решение. Шары регулятора, изображенного на рисунке 3.1.1, соверша-

ют сложное движение. Свяжем с вращающимся валом подвижную систему 

отсчета xyz . Переносным движением является вращение вокруг вертикальной 

оси с угловой скоростью  . Относительным движением шаров является их 

вращение вокруг осей 1О  и 2О  вместе со стержнями с угловой скоростью 1 . 

 Применим для шара, который мы считаем материальной точкой, тео-

рему сложения скоростей (3.5) 

rea   . 

 Переносная скорость точки равна: 

0,3)30sin5,005,0(10)sin(  o

e Ler   м/с;   Oxe || . 

 Определим и покажем на чертеже относительную скорость: 

6,05,02,11  Lr   м/с;   11MOr  . 

 При re    абсолютная скорость шаров равна 

06,36,00,3 2222  rea   м/с. 
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 Задача 3.2 На рисунке 3.2.1 изображен параллелограммный механизм. 

Полукруглая пластина радиуса 4,0R  м приводится в движение двумя кри-

вошипами длины 3,0L , вращающимися вокруг неподвижных осей в соот-

ветствии с законом tt  2,01,0 2  рад, где t  – время в с. По ободу пластины 

движется точка М в соответствии с законом 2

2 25,0 tSMO    рад. Опреде-

лить в момент времени 21 t  с абсолютную скорость и абсолютное ускорение 

точки М. 

 

Рисунок 3.2.1 Сложное движение точки М 

 

 Решение. 1. Рассмотрим движение точки М как сложное. Покажем на 

чертеже неподвижные оси координат 111 yOx  и подвижную систему отсчета 

,xOy  связанную с пластиной. Движение точки М вместе с пластиной (вместе 

с подвижными осями  111 yOx ) является переносным, движение точки по ободу 

пластины (относительно подвижных осей xOy ) является относительным. 

 2. Определим положение кривошипов и точки М на пластине в задан-

ный момент времени 21 t  с: 
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орад 8,458,022,021,0 2  ; 12/12/225,0 2

2   SMO  м; 

щрадRS 60
34,012

/ 





 . 

 3. Определим для заданного момента времени угловую скорость и уг-

ловое ускорение кривошипов: 

6,02,022,02,02,0  t   рад/с;    2,0   рад/с
2
. 

 4. Применим для точки М  теорему сложения скоростей 

rea   .                                            (3.2.1) 

 Переносное движение точки М является поступательным, все точки 

полудиска на рисунке 3.2.1 имеют одинаковые скорости и ускорения. В каче-

стве переносной скорости е  определяем скорость точки О: 

18,03,06,0  Lе   м/с;   OOe 1 . 

 Относительная скорость точки М направлена касательно желобу и рав-

на по модулю 

14,325,05,0   tSr
  м/с. 

 Для определения абсолютной скорости точки проектируем векторное 

уравнение (3.2.1) на подвижные оси координат: 

85,260sin14,38,45sin18,0sinsin  oo

reax   м/с; 

ay 70,160cos14,38,45cos18,0coscos  oo

re   м/с; 

32,370,1)85,2( 2222  ayaxa   м/с. 

 5. Воспользуемся теоремой сложения скоростей в случае поступатель-

ного переносного движения: 


r

n

re

n

ea aaaaa  .                                  ( 3.2.2) 

 Вычислим и покажем на чертеже вектора ускорений в уравнении 

(3.2.1). 

 Переносное нормальное ускорение точки М 

108,03,06,0 22  Lan

e   м/с
2
;   1|| OOa n

e . 

 Переносное касательное ускорение  

06,03,02,0  Lae   м/с
2
;    1OOae  . 
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 Относительное нормальное ускорение равно 

6,24
4,0

14,3 22


R

a rn

r


 м/с

2
;   MCa n

r || . 

 Относительное касательное ускорение 

57,15,0  


dt

d
a r

r  м/с
2
;   OOar 1 . 

 6. Проектируем вектора ускорений в соответствии с уравнением (3.2.1) 

на подвижные оси координат: 

    
;/.8,1360sin57,160cos6,248,45sin06,08,45cos108,0

sincossincos

20 см

aaaaa

ooo

r

n

re

n

eax



  

 

./6,2060cos57,160sin6,248,45cos06,08,45sin108,0

cossincossin

2см

aaaaa

oooo

r

n

re

n

eay



  

 

 Абсолютное ускорение точки М в заданный момент времени равно 

8,24)6,20()8,13( 2222  ayaxa aaa  м/с
2
. 

 

 Задача 3.3   Пластина со стороной 8,0b  м вращается вокруг верти-

кальной оси по закону )(10 2 tte   рад, где t  – время в с. По пластине вдоль 

прямой АВ движется точка М в соответствии с законом ttSАМ  1,03,0 2  

м. Определить абсолютную скорость и абсолютное ускорение точки М в мо-

мент времени 21 t  с. 

Решение. 1. Разберем сложное движение точки М. Переносным движе-

нием является вращение точки вместе с пластиной, относительным – движе-

ние по пластине (по прямой АВ).  

2. Определим в заданный момент времени 21 t  с положение точки М 

на пластине:  

0,121,023,0 2  SАМ  м;    3,060cos18,060cos  ooSbr  м 

3. Для момента времени 21 t  с определим угловую скорость и угловое 

ускорение пластины: 

50)122(10)12(10  t   рад/с;    20   рад/с
2
. 
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Рисунок 3.3.1 Кинематическая схема к задаче 3.3 

 

4. Воспользуемся теоремой сложения скоростей 

rea   .                                            (3.3.1) 

 Определим  для заданного момента времени скорости и покажем их на 

чертеже: 

153,050  re   м/с;   Oxe || ;  1,11,026,01,06,0  tSr
  м/с;  ABr || . 
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 Так как re   , то абсолютная скорость точки М в заданный момент 

времени 1t  будет равна 

2,151,115 2222
 rea   м/с

2
. 

 5. Применим теорему сложения ускорений при вращательном перенос-

ном движении 

kre

n

ea aaaaa   .                                           (3.3.2) 

 6. Вычислим и покажем на чертеже ускорения в правой части вектор-

ного уравнения (3.3.2). 

 Переносное нормальное ускорение 

7503,05022  ran

e   м/с
2
 ;   Oya n

e || . 

 Переносное касательное ускорение 

63,020  rae   м/с
2
 ;   Oxae || . 

 Относительное ускорение 

6,0 rra   м/с
2
 ;   ABar || . 

 Ускорение Кориолиса 

rka   2 ;   5530sin1,1502)sin(2  o

rrka   м/с
2
. 

 Показываем вектор ka  перпендикулярно плоскости yOz , в которой рас-

положены вектора   и к .  Направляем ka  по оси Ox  таким образом, чтобы 

наблюдатель, смотрящий с положительного конца этого вектора, наблюдал 

кратчайший поворот первого сомножителя   до совмещения со вторым 

сомножителем к  происходящим против хода часовой стрелки. 

 7. Определим абсолютное ускорение точки в заданный момент време-

ни. Для этого сложим вектора ускорений в уравнении (3.3.2)  аналитическим 

способом: 

                        49556  keax aaa   м/с
2
 ; 

3,75060cos6,075060cos  oo

r

n

eay aaa  м/с
2
 ; 

                        52,060sin6,060sin  oo

raz aa  м/с
2
 ; 

   75252,0)3,750(49 222222  azayaxa aaaa  м/с
2
 . 
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ЛЕКЦИЯ 4. ПЛОСКОПАРАЛЛЕЛЬНОЕ ДВИЖЕНИЕ 

ТВЕРДОГО ТЕЛА. СЛОЖНОЕ ДВИЖЕНИЕ ТВЕРДОГО 

ТЕЛА 

4.1 Плоскопараллельное движение твердого тела.  

Уравнения движения 

 
Плоскопараллельным (или плоским) называется такое движение твер-

дого тела, при котором все его точки перемещаются параллельно некоторой 

неподвижной плоскости П (рисунок 4.1). 

 

Рисунок 4.1 Плоскопараллельное движение твердого тела 

 

Примеры деталей и узлов, совершающих плоскопараллельное движе-

ние, приведены на рисунке 4.2. Это колесо автомобиля на прямолинейном 

участке пути (рисунок 4.2, а); кривошип ОА, шатун АВ и ползун В криво-

шипно-ползунного механизма на рисунке 4.2, б;  центральное колесо, сател-

лит и водило планетарного механизма на рисунке 4.2, в. 
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б 

 

 

 

 

 

в 

 

Рисунок 4.2 Примеры плоскопараллельного движения: а – колесо автомобиля 

на прямолинейном участке пути; б – кривошипно-ползунный механизм;  

в – планетарный зубчатый механизм  
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 Рассечем твердое тело на рисунке 4.1 плоскостью xOy , параллельной 

неподвижной плоскости П. Получившаяся в сечении плоская фигура S при 

плоскопараллельном движении твердого тела движется в плоскости xOy .  

Любые отрезки А1А2, В1В2, перпендикулярные плоскости фигуры S, будут 

двигаться параллельно самим себе, поступательно. Скорости и ускорения 

всех точек отрезка А1А2 равны между собой. То же самое можно сказать и о 

точках отрезка В1В2. 

 Отсюда следует, что движение плоской фигуры S в своей плоскости 

полностью характеризует плоскопараллельное движение всего твердого тела 

(рисунок 4.3). 

 

Рисунок 4.3 Движение плоской фигуры S в плоскости xOy  

 

 Положение плоской фигуры S в плоскости xOy  определяется положе-

нием одной ее любой точки (полюса) и углом поворота   плоской фигуры 

вокруг оси, проходящей через полюс. При движении плоской фигуры коор-

динаты полюса А и угол поворота   будут меняться. Закон движения плос-

кой фигуры в плоскости xOy  описывается зависимостями вида 

)(txx AA  ;   )(tyy AA  ;   )(t  .                              (4.1) 
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 Уравнения (4.1) называются уравнениями плоскопараллельного движе-

ния твердого тела. Дифференцируя уравнения (4.1), можно определить ско-

рость А  полюса и угловую скорость   плоской фигуры. Дважды дифферен-

цируя уравнения (4.1), определяют ускорение Aa  полюса А и угловое ускоре-

ние   фигуры. 

4.2 Разложение движения плоской фигуры на поступательное и 

вращательное 

 Переведем плоскую фигуру S на рисунке 4.4 из начального положения  

I в конечное положение II, осуществив при этом минимальное количество 

простых движений. 

 

 

 

 

 

 

 

а 

 

 

 

 

 

 

 

 

б 

Рисунок 4.4 Перевод плоской фигуры из положения I в положение II 
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 Такой перевод осуществляется по схеме на рисунке 4.4, а путем посту-

пательного перемещения плоской фигуры вместе с полюсом А и поворотом 

ее на угол   вокруг оси, проходящей через полюс. В качестве полюса можно 

выбрать любую другую точку, например точку В (рисунок 4.4, б). В обоих 

вариантах перевода величины и направления угла поворота   совпадают, т.е. 

угол   от выбора полюса не зависит. 

 Подобная замена движения плоской фигуры S поступательным и вра-

щательным перемещениями не воспроизводит совершенно точно фактиче-

ское движение фигуры. Для точного воспроизведения перемещения плоской 

фигуры из положения I в положение II ее необходимо подобным образом 

провести через бесчисленное количество промежуточных положений, осу-

ществляя при каждом элементарном переводе поступательное и вращатель-

ное движения. 

 Таким образом, движение плоской фигуры в своей плоскости можно 

разложить на поступательное движение, при котором все точки движутся так 

же, как произвольно выбранный полюс, и на вращательное движение вокруг 

этого полюса. 

4.3 Определение скоростей точек плоской фигуры, движущейся 

в своей плоскости 

 

а б 

Рисунок 4.5 Выражение скорости точки В плоской фигуры через скорость 

полюса А 
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 Сформулируем задачу следующим образом. Известны: скорость А  по-

люса А, угловая скорость   плоской фигуры, положение точки В, определя-

емое отрезком АВ  на рисунке 4.5, а. Требуется определить скорость точки В 

плоской фигуры. 

 Считаем, что плоская фигура движется поступательно со скоростью  

полюса  А  и одновременно вращается вокруг оси, проходящей через полюс 

А с угловой  скоростью  . Скорость точки В можно определить по вектор-

ному уравнению 

BAAВ   ,                                              (4.2) 

где скорость при вращении точки В вокруг точки А равна по модулю  

АВВА   , вектор ВА  направлен перпендикулярно отрезку АВ в сторону 

вращения фигуры. Скорость точки В показана на рисунке 4.5, б как диаго-

наль параллелограмма, построенного на векторах  А  и ВА , как на сторонах. 

4.4 Теорема о проекциях скоростей двух точек плоской фигуры 

на прямую, проходящую через эти две точки 
 Воспользуемся векторным уравнением (4.2), которое проектируем на 

прямую, проходящую через точки А и В (рисунок 4.5, б): 

ВААВААВВАВ ПрПрПр    . 

 Так как АВВА  , то 0ВААВПр   и ВААВВАВ ПрПр   . 

 Проекции скоростей двух точек плоской фигуры на прямую, проходя-

щую через эти две точки, равны меду собой. 

4.5 Мгновенный центр скоростей 
 Существует также метод определения скоростей точек плоской фигу-

ры, основанный на понятии о мгновенном центре скоростей. 

 Мгновенным центром скоростей называется такая точка vС  плоской 

фигуры S, скорость которой в данный момент времени равна нулю. Через 

точку vС  проходит мгновенная ось вращения плоской фигуры. Скорости то-

чек плоской фигуры определяются в данный момент времени так, как если 
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бы движением фигуры было вращение вокруг мгновенного центра скоростей 

(рисунок  4.6). 

 

Рисунок 4.6 Определение скоростей точек плоской фигуры при враще-

нии вокруг мгновенного центра скоростей 

 

Согласно соотношению (2.3), скорости точек А, В и М плоской фигуры 

соответственно равны: 

AСVА   ;   VB BC  ;   VM MC  .                      (4.3) 

Вектора скоростей А , В , М  направлены перпендикулярно соответ-

ственно отрезкам AСV , BCV , MCV  в сторону вращения плоской фигуры, как 

показано на рисунке 4.6. Скорости точек плоской фигуры пропорциональны 

их расстояниям до мгновенного центра скоростей. 

Можно заметить, что скорость любой точки плоской фигуры через 

мгновенный центр скоростей определяется проще, чем по векторному урав-

нению вида (4.2). 

Существует несколько способов определения положения точки vС . 

1) Если известны направления векторов скоростей двух точек А и В 

плоской фигуры, то точку vС  можно определить как точку пересечения пер-

пендикуляров к векторам А  и В  (рисунок 4.7, а). 

Угловую скорость плоской фигуры можно определить по соотношени-

ям: 

BCAС V

B

V

А 
  . 
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а б в 

  

г д 

Рисунок 4.7 Определение мгновенного центра скоростей в различных 

случаях плоскопараллельного движения 

 

2) В примере на рисунке 4.7, б перпендикуляры к векторам скоростей 

А  и В  совпали. Точку vС  можно определить как точку пересечения общего 

перпендикуляра со вспомогательной линией, проходящей через концы векто-

ров скоростей А  и В . Угловую скорость   и расстояние до точки vС  можно 

вычислить из системы уравнений: 

BCAС V

B

V

А 
  ;   ABACBС VV  . 

3) В примере на рисунке 4.7, в  точка vС  находится между точками А и 

В. В этом случае: 

BCAС V

B

V

А 
  ;   VV ACABBC  . 
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4) В примере на рисунке 4.7, г перпендикуляры к скоростям А  и В  па-

раллельны, точка vС  бесконечно удалена. Этот случай является случаем по-

ступательного движения твердого тела, при котором: 

0


 А ;   ВА   . 

5) Мгновенный центр скоростей vС  колеса, катящегося без скольжения, 

совпадает  с общей точкой колеса и направляющей: 

RCС

C

V

С 
  . 

4.6 Определение ускорений точек плоской фигуры, движущейся 

в своей плоскости 
Сформулируем задачу определения ускорения точки В плоской фигуры 

следующим образом. Известны: ускорение полюса Аа , угловая скорость   и 

угловое ускорение   плоской фигуры, отрезок АВ , определяющий положе-

ние точки В на плоской фигуре (рисунок 4.8, а). Необходимо определить 

ускорение точки В. 

 

а б 

Рисунок 4.8 Выражение ускорения точки В плоской фигуры через ускорение 

полюса А 

 

 Дифференцируем уравнение скоростей (4.2) и получаем: 

ВААВ ааа  , 

или                                              
BA

n

ВААВ aааа  .                                             (4.4) 

 Нормальное ускорение при вращении точки В вокруг полюса А равно 

по модулю ABаn

ВА  2 ; BAa n

BA || . Касательное ускорение при вращении точки 
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В вокруг точки А перпендикулярно отрезку АВ, направлено в сторону угло-

вого ускорения    и по модулю равно АВаВА    (рисунок 4.8, б). 

 Построение векторного многоугольника в соответствии с уравнением 

(4.4) можно проследить по рисунку 4.8. 

 

4.7 Сложное движение твердого тела 

 Если тело движется относительно подвижных осей xyz , а эти оси со-

вершают одновременно переносное движение по отношению к неподвижным 

осям 111 zyx , то абсолютное (результирующее) движение тела называется 

сложным. 

 В данном параграфе  дается представление о двух видах сложного 

движения твердого тела. Рассматриваются сложение вращений вокруг двух 

параллельных осей и сложение движений вокруг пересекающихся осей. 

 Показанное на рисунке 4.9 тело вращается одновременно вокруг парал-

лельных осей Аz  и  Bz , причем оба вращения направлены в одну сторону. 

 

 

Рисунок 4.9 Сложение двух направленных в одну сторону вращений  

вокруг параллельных осей 
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 Точка А, лежащая на оси Аz , получает скорость А  в результате враще-

ния вокруг оси Bz , причем АВА  2 . Аналогично скорость точки В равна 

АВВ  1 . Оба вектора скоростей параллельны друг другу, и  направле-

ны в противоположные стороны, перпендикулярно АВ, Точка С является 

мгновенным центром скоростей твердого тела, ее положение определено 

способом, показанным на рисунке 4.7, в. Через точку С проходит мгновенная 

ось  вращения тела Cz . 

 Определим абсолютную угловую скорость вращения тела вокруг оси 

Cz  и положение самой оси. Запишем соотношения: 

ВСАС

ВА 
  ;   АВВСАС  . 

 Отсюда: 

21   ;   
АВАСВС


 21 .                                 (4.5) 

 Если тело участвует одновременно в двух направленных в одну сторо-

ну вращениях вокруг параллельных осей, то его результирующее движение 

будет мгновенным вращением с абсолютной угловой скоростью, равной 

сумме угловых скоростей составляющих вращений, вокруг мгновенной оси, 

параллельной данным осям. Положение мгновенной оси вращения определя-

ется соотношениями (4.5). 

 Тело на рисунке 4.10 одновременно вращается в разные стороны во-

круг параллельных осей Az  и Bz  с разными угловыми скоростями (для опре-

деленности 1 > 2 ).  

 По аналогии с предыдущим случаем, определим скорости точек А и В 

на осях вращения: АВА  2 ; АВВ  1 . Как видно из рисунка 4.10, вектора 

скоростей  А  и В  параллельны друг другу и направлены в одну сторону. 

Способом, показанным на рисунке 4.7, б,  определим положение точки С – 

мгновенного центра скоростей твердого тела. Запишем соотношения: 

ВСАС

ВА 
  ;   АВВСАС  . 
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Рисунок 4.10 Сложение двух направленных в разные стороны вращений  

вокруг параллельных осей 

 

 Нетрудно получить: 

21   ;   
АВАСВС


 21 .                                   (4.6)  

 При рассматриваемом сложном движении результирующее движение 

тела является мгновенным вращением вокруг оси Cz  с абсолютной угловой 

скоростью 21   . Положение мгновенной оси вращения определяется по 

соотношению (4.6). 

Рассмотрим частный случай вращения тела вокруг параллельных осей. 

Оба вращения направлены в разные стороны, но по модулю 21    (рисунок 

4.11). Для такого случая получаем: АВА  2 ; АВВ  1 ; ВА   . Как и в 

случае, показанном на рисунке 4.7, г, мгновенная ось вращения тела нахо-
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дится в бесконечности, само тело движется поступательно. При поступатель-

ном движении скорости всех точек тела между собой равны.  

 

 

 

 

 

Рисунок 4.11 Пара вращений Рисунок 4.12 Пример пары вращений 

 

Рассматриваемый частный  случай движения твердого тела называется 

парой вращений, а векторы 1  и 2  образуют пару угловых скоростей.  

Примером рассматриваемого движения является показанное на рисунке 

4.12 движение велосипедной педали. Педаль вместе с кривошипом ОА со-

вершает переносное вращательное движение с угловой скоростью 2  и отно-

сительное вращательное движение против хода часовой стрелки с угловой 

скоростью 1 . При 21    результирующее движение педали является посту-

пательным движением со скоростью ОА  . 

Тело на рисунке 4.13 совершает переносное вращательное движение 

вокруг неподвижной оси 1Оz  с угловой скоростью 1  и относительное враща-

тельное движение вокруг подвижной оси 2Oz  с угловой скоростью 2 .  
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Рисунок 4.13 Сложение вращений вокруг пересекающихся осей 

 

Покажем, что скорость точки А  тела, совпадающей с вершиной парал-

лелограмма ОВАС, построенного  на векторах 1  и 2 , как на сторонах, в 

данный момент времени равна нулю. 

Абсолютная скорость этой точки равна геометрической сумме пере-

носной и относительной скоростей, т.е.: 

OAOAreа  21  . 

Модули переносной и относительной скоростей точки А равны между 

собой: 

)( OACAr  ;   )( OBAAe  ;  er   . 

Вектора  e  и r  направлены перпендикулярно плоскости 21Ozz  в про-

тивоположные стороны. Следовательно re   ;  0 rea  . 

Таким образом, ось Oz  на рисунке 4.13, проходящая через точки О и А,  

является мгновенной остью вращения твердого тела.  
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Абсолютная скорость любой точки твердого тела (например, точки М) 

при составном движении равна: 

rrrrea  )( 2121                        (4.7) 

Скорость той же точки при вращении вокруг оси Oz   равна 

ra  .                                                     (4.8) 

Сравнив (4.7) и (4.8), получим 21   . 

Если твердое тело  участвует одновременно в двух вращательных дви-

жениях вокруг осей, пересекающихся в точке О, то результирующее движе-

ние  тела будет мгновенным вращением вокруг оси, проходящей через точку 

О, причем мгновенная угловая скорость этого вращения равна геометриче-

ской сумме составляющих угловых скоростей. 

 

Примеры решения задач 

 Задача 4.1 Определить скорость центра С подвижного блока радиуса r и 

его угловую скорость   (рисунок 4.1.1), если груз А поднимается со скоро-

стью А , а груз В опускается со скоростью В . Нить при своем движении по 

подвижному блоку не проскальзывает, а ее ветви вертикальные. 

 

 

 

Рисунок 4.1.1 Механизм подвижного блока 
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 Решение. Нить движется по подвижному блоку без скольжения, поэто-

му скорости точек а и в блока равны соответственно А  и В . Определим по-

ложение мгновенного центра скоростей этого тела способом, показанным на 

рисунке 4.7, в. Определим угловую скорость блока: 

V

D

V

А

ACrАС 


2


 ;   

BA

A
V

r
АС










2
;   

r

BA

2





 . 

 Скорость центра блока равна 

2
)

2
(

2
)(

2

BA

BA

ABA
V

BA
VC r

r

r
rAC

r
CC

















 . 

 

 Задача 4.2  Изображенный на рисунке 4.2.1, а планетарный механизм 

состоит из неподвижного центрального колеса радиуса R1, водила ОА и са-

теллита радиуса R2. Известны угловая скорость 0  и угловое ускорение во-

дила 0 . Определить скорость и ускорение точки В, положение которой на 

ободе сателлита определяется углом  .  

 Дано: R1 = R2 = R = 0,2 м; 50   рад/с; 30   рад/с
2
; о30 ; о130 . 

 Решение. Определим скорость конца водила 

22,02520  RОА ОА   м/с;   ОАА  . 

 Точка VС  зацепления зубчатых колес является мгновенным центром 

скоростей сателлита. Угловая скорость сателлита равна 

10
2,0

2
2 

RАС

A

V

А 
  рад/с. 

 Определяем скорость точки В на ободе сателлита 

63,3)2/130sin(2,0210)2/sin(222  o

VВ RВС   м/с. 

 Ускорение точки А водила равно: 


A

n

AA aaa  ;   104,0522

0  OAan

A   м/с
2
;   2,14,030  OAaA   м/с

2
; 

AOa n

A || ;   AOaA  . 

 Определяем угловое ускорение сателлита; 

6
2,0

2,11
)(2

2 
R

a

dt

d

RRdt

d

dt

d AAA


  рад/с

2
. 
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а 

 

 

 

 

б 

 

 

 

 

в 

Рисунок 4.2.1 Планетарный зубчатый механизм 
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 По кинематической схеме на рисунке 4.2.1, в определяем ускорение 

точки В на ободе сателлита. Составляем векторное уравнение вида (4.4): 


BA

n

BAA

n

AB aaaaa  .                                           (4.2.1) 

 В уравнении (4.2.1): 

202,01022

2  Ran

BA   м/с
2
 ;   2,12,062  RaBA   м/с

2
 ; 

BAa n

BA || ;   BAaBA  .  

 Проектируем векторное уравнение (4.2.1) на оси координат Bx  и By : 

2/69,52,150cos2,150sin10

)180cos()180sin(

см

aaaa

oo

BA

o

A

on

ABx



  
 ; 

2/35,272050sin2,150cos10

)180sin()180cos(

см

aaaa

oo

n

BA

o

A

on

ABy



  

; 

22222 /93,2735,27)69,5( смaaa ByBxB  . 

 

 Задача 4.3 Для положения кривошипно-ползунного механизма,  изоб-

раженного на рисунке 4.3.1, определить скорости и ускорения точек А, В и С, 

угловую скорость и угловое ускорение шатуна АВ. 

 Дано: ОА = 0,3 м; АВ = 0,8 м; АС = 0,5 м; ω0 = 5 рад/с; ε0 = 4 рад/с
2
. 

 Решение. 1. Рассмотрим движения звеньев кривошипно-ползунного 

механизма. Кривошип ОА вращается вокруг неподвижной оси О, траектория 

его точки А – окружность радиуса ОА. Ползун движется поступательно, тра-

ектория точки В – горизонтальная прямая линия. Шатун АВ совершает 

сложное плоскопараллельное движение. 

 2. Вычислим скорость точки А кривошипа и покажем ее на чертеже: 

5,13,050  ОАА   м/с;   ОАА  . 

 3. Определим положение мгновенного центра скоростей VC  шатуна АВ 

способом, показанным на рисунке 4.7, а, как точку пересечения перпендику-

ляров к векторам скоростей А  и В . Покажем на чертеже вектор скорости 

VС СС . 
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Рисунок 4.3.1 Скорости и ускорения точек кривошипно-ползунного 

 механизма 

 

 4. Угловая скорость шатуна равна 

V

C

V

B

V

А

CCBCАС


 1 .                                  (4.3.1) 

 5. Производим необходимые геометрические вычисления: 

VАВС :  8,0 ABACV  м;  13,145sin/8,045sin/  oo

V ABBC м. 

VACC .   94,05,08,0 2222  ACACCC VV  м. 

 6. Производим вычисления по пропорции (4.3.1): 
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88,1
8,0

5,1
1   рад/с;   12,213,188,1 В  м/с;   77,194,088,1 С  м/с. 

 7. Определим ускорение точки А: 


A

n

AA aaa  ;   5,73,0522

0  OAan

A   м/с
2
;   2,13,040  OAaA   м/с

2
; 

AOa n

A || ;   AOaA  . 

 8. Ускорение точки В определяется из векторного уравнения 


BA

n

BAA

n

AB aaaaa  .                                        (4.3.2) 

 Нормальное ускорение при вращении точки В относительно полюса А 

равно 

83,28,088,1 22

1  ABan

BA   м/с
2
. 

 9. Проектируем векторное уравнение (4.3.2) на оси координат: 

n

BAA

o

B aaa  45cos ;   
BA

n

A

o

B aaa  45cos .                        (4.3.3) 

 Из системы уравнений (4.3.3) определяем неизвестные ускорения: 

31,2
45cos

2,183,2

45cos








oo

A

n

BA
B

aa
a



 м/с
2
; 

87,545cos31,25,745cos  oo

B

n

ABA aaa м/с
2
. 

 10. Угловое ускорение шатуна АВ равно 

34,7
8,0

87.5
1 

AB

aBA



  м/с
2
. 

 11. Определяем ускорение точки С по уравнению 


СA

n

СAA

n

AС aaaaa  .                                      (4.3.4) 

 В уравнении (4.3.4):   

77,15,088,1 22

1  ACan

CA   м/с
2
;   67,35,034,71  ACaCA   м/с

2
. 

 12. Проектируем векторное уравнение (4.3.4) на оси координат: 

57,077,12,1  n

CAACx aaa   м/с
2
;   83,367,35,7  

CA

n

ACy aaa  м/с
2
; 

87,383,3)57,0( 2222  CyCxC aaa  м/с
2
. 

 

 Задача 4.4 Конус А обегает без скольжения 120 раз в минуту непо-

движный конус В. Образующие конусов равны l = 1 м.. Определить мгновен-

ную угловую скорость конуса А и скорость его точки М. 
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Рисунок 4.4.1 Вращение конуса В вокруг пересекающихся осей 

 

 Решение. Подвижный конус В совершает составное вращательное дви-

жение вокруг пересекающихся осей. Переносным вращением является обка-

тывание неподвижного конуса В с угловой скоростью  




 4
30

120

30

1
1 







n
e  рад/с. 

 Относительным движением является вращение конуса В вокруг своей 

оси симметрии. Результирующим (абсолютным) движением является мгно-

венное вращение вокруг образующей ОN. Абсолютная угловая скорость рав-

на 

reа   . 

 Из векторного параллелограмма угловых скоростей находим 




 8
5,0

4

30sin

1 



oа  рад/с. 

 Определяем скорость точки М подвижного конуса  

  34
2

3
1830cos o

aaM lh  м/с. 
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 Задача 4.5  Кривошип 1 соединяет оси А и В двух зубчатых колес 2 и 3 

с внутренним зацеплением. Колесо 3 с внутренними зубьями остается непо-

движным, а кривошип 1 вращается вместе с шестерней 2 вокруг оси В с уг-

ловой скоростью ω1.  Зная радиусы колес r2  и  r3, вычислить для колеса 2 аб-

солютную угловую скорость ω и его относительную скорость ω2 по отноше-

нию к кривошипу 1. 

 

Рисунок 4.5.1 Вращение сателлита вокруг параллельных осей 

 

 Решение.  Сателлит 2 на рисунке 4.5.1 совершает переносное враща-

тельное движение с угловой скоростью 1  вместе с кривошипом 1 вокруг оси 

В и относительное вращение с угловой скоростью 2  вокруг оси А.  Направ-

ления угловых скоростей 1  и 2  противоположные.  
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 Мгновенная ось вращения VC  сателлита совпадает с полюсом внутрен-

него зацепления зубчатых колес 2 и 3. 

 В соответствии с (4.6) 

21   ;   
АВАСВС VV


 21 ;   

232

2

3

1

rrrr 



.                  (4.5.1) 

 Из соотношений (4.5.1) находим относительную и абсолютную угло-

вые скорости: 

3

2
12

r

r
  ;  )1(

3

2
1

3

2
11

r

r

r

r
  . 

 Задача 4.6  Вокруг центра О1 может вращаться  кривошип О1О2О3, на 

котором закреплены оси трех находящихся в зацеплении зубчатых колес 1, 2 

и 3 с радиусами r1, r2 и r3 (r3 = r1). Колесо 1 неподвижно. Найти абсолютную 

угловую скорость колеса 3 (рисунок 4.6.1), если кривошип О1О2О3 вращается 

вокруг оси О1 с угловой скоростью 1 . 

 

Рисунок 4.6.1 Планетарный зубчатый механизм 

 

 Решение.  Зубчатый механизм на рисунке 4.6.1 содержит 4 звена. Цен-

тральное колесо 1 неподвижно, кривошип О1О2О3 вращается вокруг оси О1 с 

угловой скоростью 1 . Сателлиты 2 и 3 совершают переносное вращательное 
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движение вместе с кривошипом и относительные вращательные движения 

соответственно вокруг осей О2 и О3.  

 Определим скорости осей сателлитов: 

)( 2112 rrО  ;   )2( 32113 rrrO  . 

 Через точку VС зацепления колес 1 и 2 проходит мгновенная ось  вра-

щения сателлита 2. Скорость точки А колеса 2 равна  

)(22 2112 rrОА   . 

 Абсолютная угловая скорость зубчатого колеса 2 равна 

2

21
1

2

2

2
r

rr

r

O 
 


 . 

 При r3 = r1  3ОА   , 3ОА    . Следовательно, сателлит 3 движется по-

ступательно, 03  . 

 

Контрольные вопросы по кинематике 

 1. Какой круг вопросов рассматривается в кинематике? 

 2. Что называется траекторией точки? 

 3. Какие способы задания движения точки применяются в кинематике? 

 4. В чем заключается векторный способ задания движения точки? 

 5. Как задать движение точки в координатной форме? 

 6. Как задается движение точки в естественной форме? 

 7. Как определяются скорость и ускорение точки при векторном способе задания 

движения? 

 8. Как определяются скорость и ускорение точки при координатном способе зада-

ния движения? 

 9. Определение скорости и ускорения точки при естественном способе задания 

движения? 

 10. Как направлен вектор скорости криволинейного движения  точки по отноше-

нию к траектории? 

 11. Как направлен вектор ускорения криволинейного движения точки по отноше-

нию к траектории, к годографу скорости? 

 12. Каким образом проектируется вектор ускорения на естественные оси коорди-

нат? 

 13. В каких случаях касательное ускорение точки равно нулю? 

 14. В каких случаях равно нулю нормальное ускорение точки? 

 15. Какое движение твердого тела называется поступательным? Приведите приме-

ры поступательного движения. 

 16. Какое движение твердого тела называется вращением вокруг неподвижной оси? 

Приведите примеры. 

 17. Как определить и как показать на чертеже угловую скорость и угловое ускоре-

ние ротора? 

 18. Как, зная частоту вращения ротора, определить его угловую скорость? 
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 19. Как изображаются угловая скорость и угловой ускорение ротора в векторной 

форме? 

 20. Как определяется скорость произвольной точки ротора? 

 21. Как определить ускорение любой точки ротора? 

 22. Как выражаются касательное и нормальное ускорения точки твердого тела, 

вращающегося вокруг неподвижной оси? 

 23. Какое движение материальной точки называется составным или сложным? 

Приведите примеры. 

 24. Какие системы осей координат выбираются при изучении сложного движения 

точки? 

 25. На какие движения раскладывается абсолютное движение точки? 

 26. Какое движение точки называется относительным? 

 27. Какое движение точки называется переносным? 

 28. Как формулируется теорема о сложении скоростей? 

 29. Какое ускорение точки называется относительным? Какое – переносным? 

 30. Сформулируйте теорему о сложении ускорений при поступательном перенос-

ном движении. 

 31. Сформулируйте теорему сложения ускорений при вращательном переносном 

ускорении. 

 32. Как определяются величина и направление ускорения Кориолиса? 

 33. В каких случаях ускорение Кориолиса равно нулю? 

 34. Какое движение твердого тела называется плоскопараллельным? Приведите 

примеры. 

 35. На какие два движения раскладывается плоскопараллельное движение твердого 

тела? 

 36. Сформулируйте теорему о проекциях скоростей двух точек плоской фигуры на 

прямую, проходящую через эти точки? 

 37. Что такое мгновенный центр скоростей? Как определить его положение? 

 38. Как определить скорость произвольной точки плоской фигуры, зная ускорение 

полюса? 

 39. Как выразить ускорение любой точки плоской фигуры через ускорение полюса? 

 40. Что называется сложным движением твердого тела? Приведите примеры. 

 41. В чем состоят теоремы о сложении параллельных и пересекающихся угловых 

скоростей? 

 42. Какому движению эквивалентна пара вращений? Чему равна скорость этого 

движения? 

 43. Как определить абсолютную угловую скорость тела, вращающего вокруг па-

раллельных осей в одну сторону? 

 44. Как определить абсолютную угловую скорость тела, совершающего вращения в 

разные стороны вокруг параллельных осей? 
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